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1. 1 鉱散数値シミュレーションとその応用

2 1世紀を目前に控え、地球環境問題に真剣に取り組む必要に迫られている

今日、我々を取りまく大気や大地、海洋への関心はますます高まっている。人

聞社会から自然、に与えるインパクトの予測、また逆に自然からもたらされる我

々の生活への影響(自然、災害も含めて)を推し量ることは極めて重要な課題とな

ってくる。環境の変化をいかに的確に予測するかはその予報・予測の手法、 シ

ステムに大きく依存する。

今世紀初頭、 Richardsonはヨーロッパの一地域の天気を数値的に予報するこ

とを試みた。その結果は現実とは程遠かったが、 この試みが数値シミュレーシ

ョンの始まりであると言われている。 シミュレーション(模擬実験)には、アナ

ログ・シミュレーションとデジタル・シミュレーションがある。模型を用いた

室内実験などはアナログ・シミュレーションとして昔からよく行われていた手

法である。現象を規定する基礎方程式を数値的に解くデジタル・シミュレーシ

ョンは、近年における計算機のめざましい発達によって急速に脚光を浴びてき

たもので、これまで不可能とされていた複雑な現象の再現が可能になりつつあ

る。

しかしながら、数値シミュレーションから信頼できる結果を得るためには、

実際の現象を良く把握した上で適切なモデル化を行うことはもちろん、計算で

用いられるパラメーターは現場実測からできるだけ正確に決める必要がある。



室内実験や現場実損IJまた数値シミュレーションにはそれぞれ一長一短があると

思われるので、 これらの手法をお互い密接に関連させて補い合うようにしなけ

ればならない。

自然界の諸現象は偏微分方程式で記述されることが多いが、特に移流j広散方

程式は、大気中や地中、海中などの流体中におけるさま 5まな物理量(質量・熱

・物質濃度・エネルギー・渦度等)の輸送を表す基礎方程式 であり、この方程式

を解くことにより自然界のさまざまな拡散・分散現象の予測が可能となる。例

えば、排煙による大気汚染予測、埋立廃棄物による地下水の汚染予測、湖沼の

富栄養化や湾内水質浄化の予測等を行うことができる。

本論文では、水域における物質の拡散数値シミュレーションを中心に取り扱

う。拡散される物質は流れに影響を与えない passiveな物質に限定している。た

だし、後の章の応用例では濃度以外に流速そのものを従属変数とした非線型問

題についても言及する。

密度差を持たない拡散物質の河川や沿岸部における拡散問題を取り扱うと き

は、平均流による輸送と移流分散・乱流拡散という数学的にも物理的にも性質

の異なる 2種類の輸送形式を含む偏微分方程式(移流拡散方程式)を解かなけれ

ばならなし、。従来よりこの移流拡散問題を数値的に取り扱う際には以下のよう

な問題点があった。

( 1 ) 方程式中の移流項が卓越するとき、つまり流れが比較的速い場合などは、

数値誤差が顕著に現れ十分な精度の拡散予測はできなかった。

(2 ) 方程式中の拡散係数・分散係数は未知であり、実際の現象をうまく再現

できるような係数の与え方が容易ではなかった。

以上の問題が解決されない限り、水域における高精度の物質拡散シミュレー

ションは望めないことになる。
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1. 2 従来の研究

ここで、移流拡散方程式の数値解法と拡散係数・分散係数に関するこれまで

の研究を簡単に振り返ってみる。

1. 2. 1 移流方程式の数値解法

移流拡散方程式を数値的に解く方法は、差分法 (FD M)、有限要素法 (FE 

M)、境界要素法 (BE M)の 3つに大きく分類される。そのうち差分法の歴史は

最も古く、さまざまな計算法が提案された。ここでは、精度の高い数値計算が

難しいとされる移流項に焦点を絞り各種の差分法について述べる。

最初に、簡単な差分スキームとしては、 1次精度風上差分スキーム、 Lax-We

ndroffスキーム (Lax-Wendroff(1960))、 Leapfrogスキームが挙げられる。 こ

れらの計算法を用いるのは容易であるが、後に示すように計算結果 lこ無視でき

ない数値誤差が引き起こされるスキームである。なお Lax-Wendroffスキームは

流速一定のときは Leithスキーム (Leith(1965)) と等価となる。

次に、 Bella-Dobbins(1968)は 1次精度風上差分スキームの数値拡散項に 着

し、第 2章で述べるスプリット・オペレーター・アプローチにおける拡散の計

算の際、その数値拡散項を差し引く計算法を示している。 しかし、 2次の誤 差

項のみを差しヲ|いてもあまり精度の良い計算結果は得られなかった。

Fromm(1968)は、移流方程式の計算における位相誤差に着目し、進み位相誤差

をもっスキームと遅れ位相誤差をもっスキームを平均し位相誤差をゼロにする

ような計算法を与えた。このスキームにより位相誤差や負の濃度の大きさは減

少したが、依然としてダンピング(数値拡散による濃度の低下)は大きかった。

Leendertse(1970)は、陰形式 (implicit scheme)と陽形式 (explicit scheme) 
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の中央差分を 2段階に分けて用いて数値振動を抑える工夫を行った。 しかし、

濃度勾配が急、な場合はやはり数値分散による誤差が生じていた。

Martinのスキーム (Martin(1975)) は、厳密解と 計算解のモーメントをある

次数まで等しくすることによって得られたスキームである。それ らのうち、 2 

次、 4次の精度のスキームは振動と位相誤差を 生じるが、 3次精度のスキーム

はダンピングはあるものの位相誤差は小さかった。

さらに次数を高めたものとして Roache(1972)は空間 4次精度， 時間 2次精度

のスキームを提案し、 Forester(1977)は空間 8次精度の計算スキーム を考案し

ているが、それらは次数を上げるごとに多くの格子点を用いることになるため

境界での取り扱いが煩雑であったり、勾配の急な濃度分布のとき振動を引き 起

こしていた。

また、高次の風上差分の中で奇数次(3次、 5次等)のスキームには濃度分 布

の勾配が急な場合に、振動は狭い範囲でのみ起こり、誤差は拡がらないとい う

性質があることが明らかとなっている。この特性を利用して特に 3次の風上差

分を用いた河村スキーム、 QUICKスキーム、 QUICKESTスキーム (Leonard(1979))

等が提案されており、非線型移流項に対して有力な手法と見られている。 しか

し、後に示すように線形の移流計算において位相誤差が見られる。

Boris-Book(1973)は、負の拡散を利用して数値分散による振動をなくそうと

した FCTスキームを開発したが、数値拡散を引き起こした。

Holly-Prei ssmann (1977)は、 3次の Hermite内挿多項式を用いて 高精度の Two-

point fourth-order methodを開発した。 しかし、このスキームは濃度だけで な

く濃度勾配も移流する必要があるため、 2次元問題への拡張が難しか った。

以上、移流拡散方程式の数値計算法としてさまぎまな計算スキームが提案さ

れてきたが、決定版といえるものは見当たらずまだ多くの問題が残され ている

と言えよう。
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1. 2. 2 拡散係数・分散係数の推定について

拡散方程式を精度良く解くための条件として、流れの場の拡散能を表す拡散

係数もしくは分散係数の正確な見積もりが不可欠である。分散 (dispersion)と

は、水理量の断面平均量からの偏差によって生じる見かけの大きな拡散のこと

である。 1次元流れにおける流れ方向の分散係数は縦分散係数と呼ばれ、通常

の乱流拡散係数と比較して 1桁から 2桁位大きい。

分散係数について最初に理論的な記述を与えたのは Taylor(1954)である。彼

は、円管内の乱流に対する理論的な縦分散係数の評価を行った。 2次元的な開

水路流れにおける分散の理論は Elder(1959)により研究された。彼は、縦分散係

数だけでなく、それと直角方向の拡散係数も求めている。

さて、実際の流れ場における拡散・分散係数について見ると、河川中流部、

河口部、内海・内湾、外海それぞれにおいて、混合現象を支配する要因として

流れだけでなく他のいろいろな要因も関連してくる。例えば、河川において水

深に比べ川幅が非常に大きいときには、物理量は水深方向には近似的に 一様と

見なせるが、その川幅方向(横方向)の偏差は無視できず重要な役割を果たすよ

うになる。 Fischer(1967)は、流下方向の移流と横方向の拡散の効果を考慮して

河川における縦分散係数を与えている。

河口部などの感潮域では、潮汐による往復流や密度成層による浮力効果が分

散係数に対して大きな影響をもってくる。 Holley-Harleman-Fischer(1970)は潮

汐による往復流がある場合の縦分散係数が往復流のない場合に比べてどの程度

減少するかを、 2次元水路で流速分布が直線の場合について求めている。密度

成層化した河口部における重力循環流は Hansen-Rattray(1965)やFi scher (1972) 

により研究され、縦分散係数への寄与率が Fischerにより与えられている。

内海・内湾においては、従来より多くの場合海域を l次元モデル、 もしくは



2次元モデルと見なして取り扱ってきた。 Euler的時間スケール TE= b2/K(b

は水路の半幅、 K は横方向の拡散係数)より長い期間を対象とする混合現象に対

しては 1次元モデルが適用できる。それより短い期間の混合現象を対象とする

場合は 2次元モデルを用いる必要がある。瀬戸内海における l次元モデルによ

る解析としては、速水・宇野木 (1970)や玉井・ 早 川 (1975)の研 究がある。速水

・字 野木は年平均塩素量を用いて定常 1次元解析により瀬 戸内海全体の縦分散

係数として一定値の1.Ox 107(cm2/s)を得た。玉井・早川は潮汐残 差流モデルを

用いて瀬戸内海全体の平均的な縦分散係数として 5.0X 107 (cm2/s)を得た。 2次

元モデルでは、水理模型実験と数値解析結果の比較検討から拡散係数を決めた

樋口・柳・柏井 (1974)，金子・堀江・村上 (1974)の研究がある。和田・片野(1 

97 1 ) ，和田・角湯 (1974)は流速変動の定点観測を行い、得られた 自己相関係数

より Taylorの定理 (Taylor(1921)) を用いて拡散係数を求めている。

外海での混合現象では潮流の影響はほとんどなく、不規則な乱れが現象を支

配する。水平拡散係数については、 Orlob(1959)がRichardsonの4/3乗員1)の比例

定数 O.01を与えた。また、円形パッチ理論による解析では、拡散速度をノマラメ

ーターとして扱った Joseph-Sendner(1958)やエネルギ一散逸率をパラメ ーター

として用いた Ozmidov(1958)の研究がある。

以上のように河川中流部、河口部、内海・内湾、外海とそれぞれ混合現象を

支配する要因が異なるため、基礎的な理論だけで拡散係数・分散係数の統一 的

な評価を行うことはできない。 したがって濃度分布の計算結果を 実 測結果に

fittingさせることによる拡散係数・分散係数の評価法が有力な 手法となってく

るが、前述のように移流項の計算に大きな数値誤差が含まれていることか ら、

この方法による拡散係数の正確な評価は容易ではない。この面からも移流輸 送

に関する高精度計算スキームの開発が強く望まれている。
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1. 3 本論文の目的と各章の構成

前節で述べたように、従来より高精度の拡散数値シミュレーションを 行 うた

め、数値計算スキームの開発，拡散係数・分散係数の評価法・推定法の開発が

数多く試みられてきた。 しかしながら、高精度で多次元問題への拡張も容易な

計算スキームはほとんど見当たらず、また、拡散シミュレーションの良し悪し

を本質的に左右する拡散係数や分散係数の評価の仕方にも統 一 的なものは見 ~JL

たらない。

本論文の目的は 2つに大別される。

まず、最初に、高精度移流輸送計算法の開発を行う。移流拡散方程式におけ

る移流項と拡散項のうち、高い精度の計算が難しいとされている移流項に焦点

をあててスキームの開発を行う。そのための手法として第 2章で述べるスプリ

ット・オペレーター・アプローチを採用し、 1次元で高い精度を得た Hermiteの

内挿多項式によるスキーム (Holly-Preissmann(1977)) を改良して多次元へ容

易に拡張できる計算法や全く新しい概念に基づいた高精度計算法を開発する。

次に、水域における拡散係数・分散係数の簡単な評価法の確立を試みる。新

しく開発された計算法を用いて、対象を潮汐の影響が支配的な内湾・内海に限

って、統一的な拡散係数・分散係数の評価法を検討する。それらを 1次元モデ

ル、 2次元モデルに分け、それぞれに対して普遍的な拡散係数・分散係数の算

出方法を開発する。

本論文は、以下の 4章から権成されている。

第 1章は序論であり、水域における拡散数値シミュレーションを行う場合の

問題点ならびに従来の研究と現状を概観し、本論文の目的と各章の権成につい

ての概要を述べる。

第 2章においては、拡散方程式における移流項の高精度数値計算スキームの



開発について詳述する。これまでに提案されている移流項の計算法とその数値

誤差について述べ、それらの問題点を解決するためスプリット・オペレーター

.アプローチにおける純粋移流方程式の計算法として特性曲線法に基づいた高

精度の Six-pointスキームを新たに開発する。そして、 このスキームの多次元へ

の拡張性、境界付近の取り扱い方、合流河川における適用法等について述べる。

続いて、 このスキームが 2次元、 3次元問題でも同様な精 度を保つように負の

拡散特性をもっ修正項を考慮した改良型 Six-pointスキームを提案する。最後に、

上述の 2つのスキームとは全く異なる、 1階の移流方程式の代わりに 2階の波

動方程式を解くという新しい概念に基づいた SOWMAC法を開発・提案する。

第 3章では、第 2章で開発・提案した新しいスキームである Six-pointスキー

ムを水域における拡散シミュレーションの問題へ応用する。瀬戸内海の l次 元

モデルにおいて縦分散係数の推定法を検討し、 1次元非定常拡散数値 シミュレ

ーションを行う。続いて、博多湾、有明海、鹿児島湾の 2次元モデルにおける

渦動拡散係数を流れの情報を用いて空間的に求め、 Six-pointスキ ームを用いた

拡散シミュレーションを行うことで、普遍的な渦動拡散係数の 評価法を開発す

る。 これらはいずれも高精度の移流輸送計算法が確立されて初めて 可能となっ

たものである。

第 4章では、移流拡散方程式の特別な場合として、従属変数が流速の場 合、

すなわち、非線型移流問題に対する Six-pointスキームの拡張応用につい て検討

する。

第 5章は、本論文の結論であり、各章の内容を総括するとともに今後の課題

などについて述べる。
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主席 2 主主

本多涜EOJ言言辛青£宣言十事草泣云 OJ隠司 去を

2. 1 緒言

自然、の河川や湖沼、海洋等の水質変化を予測するためには、 コ ン ビューター

を用いて流れと物質輸送の両方を数値的に解かなければな らな し1。 輸送される

物質が流れに影響を及ぼさない passiveな場合は、 流れ場の 計算後に移流拡散

方程式を解くことにより拡散のシミュレーションが行われる。こ の移流拡 散方

程式 は、平均流による輸送すなわち移流と、乱流拡散(もしくは 移 流分散 )とい

う全く異なる 2種類の輸送形態を包含している。

スプリット・オペレーター・アプローチは、移流と拡散の 計算 を便 宜 的 lこ分

離し、短い時間ステップ毎に交互に計算を繰り返すものである。こ の手法 は、

移流と拡散の各々に対して別個に最適な計算スキ ー ムを選択 で きると い うメリ

ットがある。拡散の計算は比較的精度良く行えるのに対し、移流の 計'算 は従 来

より多くの計算法が提案されているにもかかわらず、計算結果に無視 でき な い

誤差が含まれているのが実状であった。

Holly-Preissmann(1911)はTwo-point fourth order method (Holly-Preissm 

annスキーム)を提案し、移流による輸送の計算に関して従来の 計算方法と比べ

ると飛躍的に改善された結果を得た。 しかし、この計算法 で は濃度 だけ でな く

その空間微係数も従属変数となるため、この微係数自身も移流、拡散 させ な け

ればならない。 1次元問題での適用は比較的簡単なものの、 2次 元 問題では非

常に複雑で計算璽が大幅に増加するなど不経済なスキームとな ってしまった

n
u
d
 



(Glass-Rodi(1982).Holly-Usseglio(1984))。

そこで、本章ではまず、精度の 点でも計算の容易さの点でもlIo11y-Preissma

nnスキームの短所を十分補った移流の高精度計算スキームとして Six-pointスキ

ームを提案する。次にこの Six-pointスキームの数値誤差を少なくしてさらに粘

度を高めた改良型 Six-pointスキームについて述べる。また、 1階の移流方程式

の代わりに 2階の波動方程式を解くという新しい概念に基づいた、移流のため

のコンパクトな計算法である SOWMACスキームについても提案・説明する。

2. 2 移流項の計算法

2. 2. 1 移流拡散方程式

大気中や自然水域における汚染物質の拡散シミュレーションを行う場合、汚

染物質の存在が流れに影響を与えるときは流れと物質輸送を規定する方程式を

連立して解かなければならない。一方、汚染物質が流れに影響を及ぼさない pa

ssive contaminantの場合には、流れの計算によって得られた流れ場の情報を Jll

いて物質輸送に関する移流拡散方程式を解けば良い。この物質輸送を規定する

移流拡散方程式は 3次元の場合、次式で表される。

37+U37+V75+W37=£(K去)+去(K>芸)+去(K，芸)
1
1
J
 

-
E
E
A
 

• n，L
 

，，，‘、

ここで、 Cは濃度、 U.V.Wは平均流速成分、 Kx.K，.Kz:は X.Y.Z方向の乱

流拡散係数である。

この方程式の理論的な解は、いくつかの理想的な条件、すなわち 平均流速と

乱流拡散係数が一定で、拡散物質を瞬間放出もしくは連続放出する場 合等につ
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いて得られているが、現象の複雑な 実 際の 自然水 域や大気中の拡散問題を取り

扱うときは上式を直接数値計算しなければな らな い。

一方、河川や細長い湾のように断 面平均 した 流速や濃 度で拡散現象を近似的

に表現し得る場合は 1次元の移流分散方程式

3yf)+θ(;:C)=去(A瓦~)

を用いることも可能である。ここで Aは断面積、 U， Cはそれぞれ断 面平均さ

れた流速， 濃度であり、 D混は流速や濃度の断面分布の非 一様性 の影響が考慮さ

れた移流分散係数である。通常 Dx>> K xであることから式(2. 2)で は既に K足が

省略されている。

また、広い湖沼や内湾、海洋のような水深方向のスケールが水 平方 向の スケ

ールに比べて極端に小さい場合は、水深方向に平均された流速・濃 度で 拡散 を

記述できることが多し、。このときの 2次元移流分散方程式は

θθ(;:C)=会(hD去)+去(hD，芸) (2.3) 

である。ここに、 h は水深、 D x， D yは水深方向の流速や濃度の分布の影響が

加味された x方向， y方向の移流分散係数であり、通常 Dx>>Kx， Dy>>Kyで

ある。

2. 2. 2 拡散方程式の数値計算法

移流拡散(分散)方程式(式 (2.1)， (2.2)もしくは (2.3))は、双曲型の性質をも

つ移流項と放物型の性質をもっ拡散項という物理的にも数学的にも性質の 呉 な

る 2種類の輸送形式を有する偏微分方程式である。

右辺の拡散や分散による輸送は種々の差分形式を用いてかなり 正 確に計 算す

ることが可能である。一方、平均流による輸送、すなわち移流項の数値計算は
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従来より 1次精度風上差分， 2次精度風上差分， Leapfrogスキーム， Lax-Wend 

roffスキーム (1960)，QUICK法 (Leonard(1979)) 等多くのスキームを用いて行

われてきたが、ダンピングや位相のずれなどの数値誤差が大きく、拡散・分散

の計算に匹敵するほどの正確な計算は容易ではなかった。 したがって種々のて

夫が なされてきたが、大別すると 1つは移流と拡散の 計算を同時に行おうとす

るもので有限要素法 (FE M)を用いて試みられている。 もう 1つは移流と拡散・分

散を別個に独立させて 1タイムステップ毎に取り扱おうとするもの(スプリット

-オペレーター・アフローチ)でそれぞれの計算プロセスに対し 最適な計-算方法

を選択できるという大きな長所がある。特 iこ後者は移流項の計 算に対し特性 rl1J

線法を用いることにより境界条件を自然、な形で取り入れている。

( a ) スプリット・オペレーター・アプローチ (Spl it operator approach) 

1次元問題から多次元問題への拡張は比較的容易であるか ら、ここでは簡単

のため 1次元の移流分散方程式 (A=一定の場合)

£
一
白
D
 

M

礼
一
白
U
 
+
 

£
一
白 、lJAq

 

n
r
b
 

，，E
1
 

を 考える。式(2. 4)を単純な差分で離散化すると濃度のダンピングや位相の ずれ

などの数値拡散、数値分散が大きくなり、ときには右辺の移流分散と同等ある

いはそれ以上の大きさをもつことがある。

スプリット・オペレーター・アプローチでは 1タイムステップ毎に 左辺の移

流と右辺の分散を便宜的に分離して、まず最初に次式にしたが って濃度 Cを輸

送させる。

δC ま:
一一一+u一一一 =0 δtδx  

、、z
，J
r
ヘυ-

n
，i“
 

，，t

、

上式により新しいタイムステップ (n+ 1 )における濃度 caの分布を求める。統

n
J
U
 

--EA 



いて caをタイムステップ nにおける濃度として、 n--(n+ l)タイムス テップ

聞で次式

75=去(D>ま) 、、‘，，
，

n
h
U
 -

n
，L
 

I
t
-

を解くことにより、f1 t時間に拡散された最終的な濃度 C?1を求める。

式(2. 6)の計算は式(2. 5)に比べると容易で、例えば"一般化された Crank-Ni

colsonスキーム"で精度良く計算される。 簡単のため D]( -const.とし て式

( 2. 6)を差分化すると次式のように表される。

Cヤl_C?ρ Dx (........... n~ .-，.....， n....... • _ Y'¥""'" "1 . (lーθ)Dr
=--J71CM-2C?刊+ch}+(C?+1-2C?+C11}(2.7)ムt (L¥x;)Z ，- ，.， --， . - ，-". (ムχ)2 

ここで Oは重みを表すパラメーターで O豆 O豆 1である。 e= 0のとき explicit、

。>0のときは implicitな計算法となる。 0豆e< 1/2に対しては安定条件

Dxムt ~ 1 
(ムχ)2 ~ 2-4θ ( 2. 8) 

が満足されなければならない。 0孟 1/2に対しては無条件に安定であるので、。

= 1/2(Crank-Nicolsonスキーム)が良く用いられる。

( b ) 特性曲線法を用いた純粋移流の計算

特性曲線によるアプローチは 1次元の場合に最も簡単に説明できる。 1次元

の移流方程式は以下のように表される。

a C TT a C 
一一 + uτで = a t (j X 

、、，，
J

n
uコv
-
n
，fu 
J
E
-
-

式(2. 9)の左辺は全微分と比較して、以下のように書くことができる。

d X __ ，_  dC 
一一 =u よで 一一一 =cdt - _._... dt 

1
1
r
 

n
H
U
 
---

n
J
L
H
 

I
E
-

dχ 
これらの常微分方程式は一一=U(X，t) で定義される時空間の軌跡上で濃度が

dt 

内
‘

U

4
E

，‘
 



一定に保たれることを示している。すなわち図 2- 1に示された時 空間の計算

格子において式 (2.10)を用いることは次のことを意味している。もし時五IJ t 11で

全ての格子点において濃度が既知であるとすれば、時刻 tD + 1における格 子上の

未知の濃度は式(2. 9)の解から次のように与えられる。

Cヤ=C~ 、、，
J
1
i
 

-
E

・E

・-
• n

J』
，，t
、

ここで、上添字 nは時刻 tDを表し、下添字 iは計算格子点 X Iを表す。 どは格

子点 (x1， t D+l)を通過する軌跡の t= t Dのときの x座標を示す。 したがって

時亥11 t D + 1の格子点 X 1における新しい濃度の値を求める問題は、時刻 tD，場所

5における古い濃度の値を求める問題に置き換えられることになる。このこと

から純粋移流の計算スキームの精度はいかに c2を正確に評価するかに依存す

ることになる。次節以降で、 この c2の評価のためのいくつかの内挿スキーム

や代表的な差分法について述べる。

七

tn+1 

x t n ..， 
""1-2 X1-1 x i X1+1 

図 2- 1 1次元の差分格子
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1 ) 直線内挿スキーム

式 (2.11)の c2はタイムステップ nにおける濃度の値である。 nステップに

おいては各計算格子点での濃度の値は皆既知であるが、格子点以外の場所にお

ける値は何らかの方法で推定しなければならない。図 2- 1より (x 1. t 0+1)に

おける流速 Uを用いて特性曲線を遡ると、 t = t 0 との交点どの座標、は (x 1 - U 

11 t. t 0)となる。最も簡単な推定法は直線内挿式で内挿することである。 U11 

t ~玉ム x の場合はどは XI と X 1-1の聞にあるので、 C ~-1 と C? で直線内挿を行

うと

n..t .r"""¥-. UムtC~-I+ (ムx-Ul1t)C7 Ul1t _'"' _(. Uムt¥ 
C7判=C~= 一 = τ一一C?ー1+11-ーァ~Ic~ヨ ム工 Aχl 八y J 

、、.. ，，
 
円
ノ
』

4
E
B
A
 -

q
J
M
 

f
t

、

となる。これは 1次精度の風上差分と等価なスキームである。ここで、 c?の

まわりに 2次の項までTaylor級数展開して C~+I ， C 7-1を求めると

n+l .r. n • eJ(コ θ2C(ムt) 2 
C7叫=C7+一一一ム t+一一--一一一一一-. at --. 8 t 2 2 

千
代
一
げ+
 
ム
£
一
白c

 
c
 

、1
，J
n
‘U
 

1
i
 

• n，fu 
，，，
.
1
 

となる。式 (2.13)を式 (2.12)に代入し、また式(2. 9)より U= const.の仮定のも

とで得られる次式

32C-232C 
θt 2 -θχ2 (2.14) 

を用いると式 (2.12)は次式のようになる。

決ご 次ご (ムχ)2a2c 
一一+U一一=α (1-α)一一一一一一一θt _ -aX --，- _-， 211t aχ2 、‘，，，，

r
h
u
 
--4 -

n
F
b
 

，，z
‘、

ここで

Uムt
α三一一一一一
ムχ

、‘l
'

β
h
u
 
---
つL
，，
t

、

はクーラン数であり、流速の大きさと計算格子幅によって定義される、移流方

r町
u・1&



程式における重要な無次元ノマラメーターである。式 (2.15)の右辺は式(2. 9)の移

流方程式を式 (2.12)のように差分化したときの数値誤差を表しており、その係

数を

(ムχ)2 
Kn三 α(1ーα)一一一一

2ムt
、、‘，
J円，t

-
B
E
A
 -

n
，IH --、

とおくと、 K nは数値分散係数 (artificial dispersion coefficient)と呼ばれ

る。式 (2.17)より α=0もしくは α=1のときは Kn=Oとなり、式 (2.12)の計算

は式(2. 9)の厳密解を与える。一般的には αは整数とは限らないの で Knが存花

し、後で 1次精度の風上差分の計算例として示すように、大きなダ ンピングを

引き起こすことになる。

2) Holly-Preiss・an nスキーム (Two-point fourth-order 聞ethod)
Holly-Preissmann(1977)は、 c ~を評価するための内挿式として濃度 C 7-1， 

c?だけでなくその空間微係数 cX 7-1， C X 7 も用いる 3次の Hermite多項式を

導入した。

すなわち、 0豆 α壬 lに対して以下のようである。

C~+I=C~ = a1C7-1+a2C7 +a3CX7-1+a4CX7 、、，，，
n
M
U
 
‘EB--

n
，b 
f
t

、

ここで al=α2(3-2α) • a2=1-al 

a3=α2 (1-α)(Xi-Xi-d. a4=一α(1ーα)2 (X i一χト 1)

式 (2.18)を用いて順次時間方向に計算を進めていくためには、ここで CXヤ1

の値も求めておかなければならなし、。式(2. 9)を xに関して 1回微分すれば次式

のような CXに関する移流方程式が得られる。

acx . __ acx _ 
一一一一+u一一一一=0a t θχv  

1
1
F
 

n
u
d
 
---
n
，f“
 

，，t
-
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式 (2.18)を導いた場合と同じ方法で [xi-1， X (J の聞で 内帰すると CX 7+1に関

する式が次のように求まる。

CXナI=CX~ = b lC7-1+ b 2C7 +b 3CX7-1+b 4CX7 、‘E
，，
nH
u
 

q
J』
-

n
J
b
 

，，t

、

ここに b
 

一一b
 

一一

χ

川
一
一

伽一

χ
一一b
 

b3=α(3α-2) ， b4=(α-1) (3αー1)

式 (2.18)，式 (2.20)を用いて計算格子毎に Cと cxの値を新しい (n+ 1 ) タ

イムステップについて求めていく。

式(2. 4)の右辺のように拡散もしくは分散のある流れでは、式 (2.18)， (2.20) 

を用いて Cと cxの純粋移流の計算を行った後、式(2. 6)と式(2. 6)を xに関し

て微分することによって得られる次式

害=£(Dz安) 、‘‘.，
，
1
4
 

n
J
“
 
-

n
J
b
 

，，z
‘、

を用いて Cと cxの拡散の計算を各タイムステップ毎に行うことになる。

Holly-Prei ssmannスキームは従来より提案されている多くの計算スキ ー ムと

比較しでも非常に高い精度を有するスキームであり、ダンピングや位相のずれ

も小さい。

流速 U= O. 5 m/ sの一様流速をもっ 1次元水路を考える。計算格 子 間隔を t::.x 

= 200mとして α=0.25(dt =100sec)， α=  0.5 (d t = 200sec)， α=O.75(企

t = 300sec)の場合について、図 2- 2に示されたような初期濃度分布を純粋移

流させる計算を Holly-Preissmannスキーム， 1次精度風上差分を用いて行い、

その結果を図 2-2に示す。

図中に示す 1次精度の風上差分に比べると格段に精度が改善されているこ と

がわかる。スキームの精度は濃度だけでなく d xと濃度分布の広がりスケール

の比にも依存する。本来の物質拡散が加わると d xに対する濃度分布の相対的

円

te
--Eゐ
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図 2-2 Hol Iy-Pre isslannスキームによる数値拡散
0:初期濃度分布， 1: t=9， 600sのときの厳密解

2， 3，4:α=0.25， O. 5， 0.75の場合のt=9，600sの計算結果

5 :直線内挿式(2.12)(α= O. 25)による t=9，600sの計算結果

な拡がりが増して、そのため数値拡散は減少し計算精度は向上する。図 2-3 

は式(2. 4)を (a) Dx=lm2jsの場合と (b) Dx=10m2jsの場合について、移流

の計算に Holly-Preissmannスキームを使って計算した結果である。この図から

も明らかなように、強い物理拡散があれば移流の計算の不正確さが覆い隠され

る傾向にある。

以上のように Holly-Preissmannスキームは従来の計算スキームと比べると JI(

躍的に改善された結果を得た。このスキームは、拡散物質の濃度だけでなく濃

度の場所的な変化率も従属変数として移流拡散させるもので、 1次元問題への

適用は簡単であり、満足すべき結果が得られている。 しかしながら 2次元問題
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への適用は非常に煩雑でかっ計算時聞を要し、とても 実用 的 とは言 え な い

(Glass-Rodi(1982)，Holly-Usseglio(1984))。
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図 2- 3 鉱散の大きさが数値誤差に与える影響

。:初期濃度分布. 1: t=9. 600sのときの厳密解

2. 3.4:α=0.25. O. 5. 0.75の場合のか9.600sの計算結果
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3) Eight-pointスキーム

Holly-Preissmannスキームにとって代わるべき計算法として、小松一IIolly(l

984)によって Eight-pointスキームが提案された。このスキームでは、 Holly-P

reissmannスキームで用いられる cx ぃ1と CX i をそれぞれ 4つの 3次関数の何

重平均によって求め、さらに C X 弘も 3つの 3次関数の荷重平均として求めて

いる。そして、最終的な C~の評価式は C じから Cむまでの 8点の濃度だけを

用いた式として次式で与えられた。
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ここに、 b 1から b.はクーラン数 αの関数で与えられる。

Eight-pointスキームによる移流の計算は非常に良好で、精度は Holly-Preis

smannスキームと同程度かもしくはそれ以上であることが分かっている。また、

この Eight-pointスキームは 2次元・ 3次元問題にも容易に適用可能であり、精

度良く計算できることが示されている。 しかしながら、このスキームは 8点の

濃度を用いるため、境界において境界外の 3点の濃度を推定する必要があり、

境界付近において濃度 Cが大きく変化している場合は精度の劣化は免れ得ない。
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2. 3 Six-pointスキームの開発

2. 3. 1 はじめに

Holly-Komatsu(1983)，小松-Holly(1984)は、精度の 点でも計算の容易さの点

でも Holly-Preissmannスキームの短所を十分補った Eight-pointスキ ームを提案

し、 2次元問題適用への道を拓いた。 しかしながら Eight-pointスキ ームを用い

る際にもなお、以下のようにいくつかの実際上の難しい問題点が残され ている。

(l) 2次元問題においてそれぞれの格子点の値を内挿するためには、そのまわ

りの 64点の格子点濃度が必要であり、結果としてはかなり煩雑な計算法と

なっている。

(2 )境界外の 3点の濃度の値を推定しなければならず、このことから計 算結果

の精度が低下する可能性がある。

( 3 )左右の対称性に基づいて定式化されているため、非 一機な格子間隔の場 A

精度が損なわれてしまう可能性がある。

本章では、ほぼ同じ精度を有し、かっ 6点の濃度の値のみ用いる計算法(S i x 

-pointスキーム)を開発・提案し、また、精度と複雑さのかねあいを考慮した本

スキームの境界条件の取り扱い方も示す。この計算法の適用例として 1次元、

2次元のモデル計算を行い、 1次元問題では非一様間隔格子や非一様流速の場

合の計算精度への影響についても議論を行う。また、 この計算法の 1次元問題

への実際的な適用例として河川の分合流問題を取り上げる。更に、 2次元問題

への適用例として、不連続な濃度分布が純粋移流される問題や角を回る流れ場

における濃度の移流拡散問題を取り上げている。
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2.3.2 Six-pointスキームの誘導

図 2- 4は 1次元の計算領域内部の格 子を示 し、 今、計算境界の影響はない

ものとする。
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図 2- 4 1次元計算領域の内部における計算格子

X j-lの回りに Taylor級数展開して C~2 ， C ~3 ， Cむを求めると以下のよ うにな

る。

cr-2 = C~-l - CX~-dム χ)+ 」-CXX11(ム χ)2 
21 

よ-CXXX~-l( ム χ) 3 + ... 
3 1 

cr-3 = C~-l - C X~-d2ム χ) + ~CXX~-d2ム χ)2 - ~CXXX~-d2ム χ) 3 + . 2 r ~ 4~ 4~ 1-1 ¥oJ_  "'" I 3 r 

C~4 = C~-l - CX~-d3ム X)+ 」-cxx?1(3ム χ) 2ー」-cxxx?1(3ムχ)3 + . 2 1 -----I-I\~- ~ I 3 1 ー I
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ここで、!1x -格子間隔， c x x =δ 'lc/δx2， CXXXδ8  C/δx8であ

る。式 (2.23)における 4次以上の高次の項を無視すれば C~2 ， C ~3 ， C ~4 は既

知なので、 C X ~-1 ， C X X ~-1 ， C X X X ~-1 の 3 つの量が未知量として残る。 し

たがって式 (2.23)の 3方程式を連立させて解けば、 C Xむを求めることができ

る。

X 1-‘から X 1+2までの 7つの格子点における濃度を用いて、上述の(i -4 )か ら

( i -1 )のように連続した 4つの格子点、(i -3 )から (i)， (i-2)から (i+l)， (i-l) 

nru 

内
，
h



から(i + 2 )を用いた Taylor級数展開の組み合わせが同じようにして更に 3組椛築

できる。これらの組み合わせは、上添字の(1 )から (4)で区別され、それぞれの

連立方程式を解くことにより X ト1における微係数 CX7-1の推定値が求められる。

CXト1(1) = j (Cr."， Cr-3， Cr-2， C7-1) 
CXト1(2) = j (Cr-3， Cr-2， C?-I， C? ) 
C X 1-1 (3) = j (C r-2， C ?-" C 7 ， C巳1) (2.24) 

CXI-1(4) = j(C?-1，C7 ， C7."C~2) 

上添字(2 )から(5 )によって示される XIの回りの Taylor級数 展開の他の組み合

わせも同じように得られ、それらを連立させて解くことにより点 X Iにおける微

係数の推定値も以下のように求められる。

C X I (2) = j (Cr-3， Cr-2， C?-I， C7 ) 
CXI(3)=j(Cじ，C7-1，C7，C巳1)

CX1 (4) = j(C7-"C7 ， C7.1 ， C~2) 
(2.25) 

C X I (5) = j (C? ， C7.1， C~2， Cr+3) 

c x7， C X7-1の最終的な推定値を得られた 4つの値の荷重平均(重み 見)

により求めることにする。

CX7-1 = 0/ ，，1， 1¥ {CXI-1(1) + .e.CXi-1(2) + .e.CXI-1(3) + CXi-1(4)} 
2(.e+1) 
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CX7 = nJ  ，，1， t¥  {CX1 (2) + .e .CX1 (3) + .e・CX1(4) + CX1 (5)} 2(.e+l) 

c?， C?-lと上式の微係数を用いて Holly-Preissmannスキームと同様の内挿

多項式を構成して計算を行った結果、ダンピング誤差は減少したが、 空間 的な

振動や負の濃度に見られるようにより大きな位相誤差を生じた。多くの数値 実

験と直感的な理由から次のことが示唆された。すなわち位相誤差を減らすには、

より高次の微係数を求めるのではなく、 CXトぬの推定値を求め用いることによ

り、良好な結果が期待できるということである。 5つの級数展開の組み 合わせ

のうち中央に近い 3つを、 X同における CX同を評価するのに採用し、以下の

円
《
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n
，h 



ように荷重平均(重み m) して求めることにする。

cxDぬ=一上-:-{CX同 (2) + m'CX同 (3) + CXトイ4)} 
m+2 
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最適な重み見と mについては後で議論する。

最終的な C~ は次の 2 つのコンパクトな 3 次多項式を平均したものを用いる

ことにした。 1つは C~-1. C X ~-1. C X九.C~ を用いて構成したもの、 もう 1つ

は C~-I. C X広告.c X~ • C~ を用いた多項式であり、平均してまとめると以 下の

ようになる。

C?刊=C~ = A1Cr.. + A2Cr.3 + A3cr-2 + A4C~-1 + A5C~ 
+ A6C7+1 + A7C~2 + ASCr+3 
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ここで、 A1""-o.; Asは α に関する 3次多項式で、重み見と m を含んでいる。 にー 丸，

で α=(Xt-f )/(Xt-Xト1)= U !:1 t / !:1 Xである。

式 (2.28)は 8つの Cの値を用いて構成されており、ほとんど Eight-pointスキ

ームと同じである。ところで本研究の最終的な目的は Eight-pointスキ ームより

もコンパクトな計算法を開発することである。そのためには、式 (2.28)で用い

ている Cの値の数を減らさなければならない。 cx ト1(1)， C X 1(11)の評価式で

はそれぞれ両端の C~.， CU3を用いている。式 (2.28)の詳細な解析により、 式

(2.26)中の CX i-1ω ， C X I (匹) ，こはそれぞれ CX i-1 (.)， C X t (2) ，こ 含ま れて

いる誤差を相殺するという重要な役割があることが分かった。 したが って、

C X i-1， C X Iを推定する際の Cの使用数の総数を減らすという目的のために C

X i-1 (1)， C X t (11)を省略することは避けねばならない。ここでは、 C ~4 ， C U3 

の値をそのまま使用するのではなく推定使用することにより Cの実質的な使用

数の減少を試みることにする。 C~4 ， CU3を推定するために次のような簡単な

線形の外挿法を採用する。
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Cト4= 2 C 1-3 - C 1-2 

(2，29) 
C1+3= 2C1+2一C1+1 

ここで C・ト4と C. 1+3はそれぞれ、 Cト4と C1+3の推定値である。 Cト4= C . i-4， 

C 1+3 = C・1+3と仮定し、式 (2.29)を式 (2.24)， (2.25)に代入 し式 (2.28)を再度整

理し直すと以下のような 6点の Cを用いた計算スキ ー ムが得ら れ る。
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ここで、 bパk=l， 2. ...6)はクーラン数 αに関する 3次 多項 式である。

式 (2.30)に対し Taylor級数解析を行うと、式 (2.29)のよ うな直線 外挿を行っ

ているため打ち切り誤差が 2次のオーダーから始まり次のよ うになる。

改ご 次プ (ムχ)2 a 2C . (^  '") ^ ，(ムχ)3a 3C 
一一 +u一一 ={一β1a2+βlα}一一一一一一τ+{β2α2ー β2α)一一一一一一一θtθx  'T-"'- 'T-...-J 21 aん 3!θχ3

(ムχ)4a4c 
+[一α4+2α3+{-3+β3}α2+{2ーβ3}α]一一一一一一一

4 1θχ4 

+1α 5-5 r 1a叫手γ1ーβ4~α 2 +{ ー γ 2 +β4}α1 (~) 5 でで +I __" r-__ . ~ I 1 15 . ，， 1 ':> . ( • ^'  I (ムχ)5 a 5C 
L L L)  I ~I (jχJ 
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ここで

1 1  n 6-l-34 ^ 5(-l-12) m+6 7m+34 
β1=3(J+i)'β2=i(れ1)'β3=3(れ1)，β --..，午前， γ2=2 (m+2) 

であり、 Uと11xは一定と仮定している。 重み mの値は、 5次のオ ー ダーの

artificial dispersion coefficientの 2乗の積分値を最小にするように推 定 し

た。すなわち、

Il5{7.:0;;f-;Y -CT>a. d. c. l'ぬ。
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を最小にするように mを求めると、

m = -11.23 、、‘，
J
つ心
円
‘

u-
n
，，』
，，t

、

が得られた。 ここで、 a.d. c.はartificial dispersion coefficientの略である。

他の 2次、 3次、 4次の a.d. c.は全て重み見を含んでいる。 2次、 3次、 4次

のそれぞれの a.d. c.の 2乗の積分値を同時に最小にするような解析解は得 られ

なかったので見を理論的に決定することはできなかった。 したがって、 Gauss型

濃度分布の移流数値実験を数多く行い、阜の最適値として見 =9. 55を決定した。

m， 見の値を代入・整理して得られる本スキームの最終的な代数 表現は以下

のようになる。

C戸 = blC~3+b2Cr-2+b3C 7-1+b4C7 +bsC仏1+b 6C~2 、、l
'

n喝
u
n
‘u
 

• 9
L
 

J
t

、

(Six-pointスキーム)

ここで、

b 1 = -0.010C6α3 -0.α3828α2 +0.α五33α
b 2 = 0.2570α3 +0. ffi276α2 -o.支mα
b 3 = -O.60C6a 3 + O.6400a 2 + 1.a3α 
b4 = O.任部α3- 1.394α2 -0.2圧迫α+1
bs = -0.2570α3 + 0.8236α2 -O.日mα
b 6 = O. 010C6a 3 -0. (脱45α2+0.07439α 

式 (2.33)は 6点の Cを用いているので Six-pointスキームと名付けることにす る。
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2. 3. 3 モデル計算と評価

( a ) 1次元の場合

ここでは Six-point スキームの検証のためのモデル計算として、 Gauss型濃度

分布が単位幅で無限長の水路を一定の流速 0.5m/sで純粋移流する場合の数値計

算を行った。 Gauss型濃度分布の標準偏差は σ=264m、計算格子幅はt!lx = 200 

mで一様である。図 2-5は厳密解とt!lt = 100sで各種スキームを用いた場合の

9，600sec後の計算解を示している。すなわち、 Six-pointスキーム(式 (2.33))、

Eight-pointスキーム(式 (2.22))、 Holly-Preissmannスキーム(式 (2.18)と(2. 2 

0) )、式(2. 9)から導かれた 1次精度の陽的な風上差分(式 (2.12))である。初期

条件としてより条件の厳しい台形濃度分布をもっときの同様の純粋移流の計算

結果を図 2- 6に示す。

4つの計算スキームの中で最後の風上差分は大きな数値拡散を引き起こして

いる。 Six-pointスキームは、 Eight-pointスキームや Holly-Preissmannスキー

ムとほぼ同程度の高精度を保っている。

可

t
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(b) 2次元問題への拡張

Six-pointスキームの 2次元への適用は簡単である。 2次元の純粋移流方程式

は次式で表される。

ac . __茂二 -武二 一
一一一 +u一一一 +v一一一 =汀
δtδヱ δy - 、、I

J

a凋
uz

n
4
u
 

n
F
f
H
 

，，‘ー

特性曲線上では濃度は変化せずそのまま保存されるが、短い 1タイムステップ

内に流体粒子が移動する経路を、計算上では特性曲線の経路から変えて、最初

にx方向に移動して、次に y方向に移動するという ADI法 (Leith(1965)) と同

様な手法を採用する(図 2- 7 )。

y 

flow 
direction 

X 

図 2-7 2段階の移流の計算による 2次元問題への適用

1タイムステップ後に特性曲線が到達する地点までの移流の 計算を次に示すよ

うに 2段階に分けて、 2度 1次元の計算を行うことにする。
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式 (2.35)，(2.36)は両式とも 1次元の純粋移流方程式なので式 (2.33)のSix-poi

ntスキームがそのまま適用できる。具体的解法としては、式 (2.35)を最初に 全

計算領域で解いた後、その結果を用いて同一タイムステップ内で式 (2.36)を解

けば良い。拡散の計算がある場合はその後に同一タイムステップ内で続けて 行

うことになる。

2次元移流問題の計算モデルとして図 2-8に示すように、角速度 2π/12，

OOOS-lをもっ剛体回転的な流れの場を考える。時実IJt = 0 sで標準偏差 σxσy

= 200mをもっ Gauss型濃度分布がそれぞれ 4つの象限に位置しているとする。

Y( m) 

図 2- 8 2次元の回転流れ場における移流の計算
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一

D. t = 100s， D. x = D. y = 100mを用いることにする。 流 れが 1/ 4回転 した後の

純粋移流の計算結果を式 (2.35).(2.36)より求めて図 2- 9に示すO 比較のため

に 2次元の Holly-Preissmannスキーム (1982)とEight-pointスキ ー ム(1984)の結

果を示している。 Holly-Preissmannスキームの誤差はピーク濃度で 1.8%， Six 

-pointスキームは1.1%， Eight-pointスキームは 0.5%であった。

EXACT SOLUTION 
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図 2- 9 2次元回転流れ場における移流の数値解と厳密解の比較
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1次元及び 2次元問題における境界条件2. 3. 4 

実際の多 くの拡散現象においては境 界条件が決定的な役割を果たしており、

Six-pointスキームを境界付近へ適用する際の境界外の濃度の推定方法の確立は

種々の推定法が吟味されたが、まず早急に解決しなければならない課題である。

次に述べる方法は精度と計算の容易さの点から最良と思われるものである。

1次元の場合‘.E
E
S
'
 

ea ，EE
 

境界条件もし( x. t)平面における計算領域に特性曲線が入ってくる境界では、

逆に計算領域から特性曲線が LUていo (a))、くは初期条件が要求され(図 2- 1 

境まず、o (b))。

o (a)の場合について考えてみる。

濃度に関する条件は何ら要求されない(図 2- 1 く境界では、

界条件が与えられている図 2- 1 
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特性曲線が計算領域から出ていく境界( b) 。図 2-

C ~+1 は境界条件として与えられているのt D 刊における濃度を計算する際、t 

c ~刊を求めるために Six-point スキームを適用で cγ から始めることになるが、

C 
、
n.寸pu
 

が必要であり、--c ~ t D における X-I--X.の濃度 c~ すると、

- X 1のまわりに TayloX の 2つの境界外の濃度を推定しなければならない。
n 
o 

を求めるとc B c Q、r級数に展開して、

、、，
f円，t

n
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n
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境界においても濃度は移流方程式(2. g)を満足するとすると

次コI (j(プ|

否tlx1 + U (x h t )五云lxl=0

となる。

一33

その結果が成立し、



κI -1 iJ(コ|

8xlχ1， t n U (χ1， t n) 8 t Iχb t n 

82CI 
8x21χ 1， t n 

1 8 2C 1 1 8U I 改=-1
一一一一I . + 一一一 ~I

(U(χ1，tn))28t21χ1， tn' (U(X1， tn))2 8t Iχ1， t 11θx Ix 1， t n 
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となる。ここに δU/δt1m， δU/δx 1mは流れの状態が既知であるので前も

って与えられるが、ここでは簡単のため境界上で U= const.の場合を考えると、

式 (2.39)は簡単化されて次のようになる。

CX7 
lfX.ご|

U 8 t Ix 1. t n 
1 82C I 
U2 at2lx1.tn 

(2.40) 

cxx7 

次に C7のまわりに時間に関して Taylor級数に展開して、 C十， C~-2を求める

と、

C~-1 = C7 I . . . 1 8 2C I 
一一一一| ムt+一一一一一| ムt2 + ... 
atIX1.tn-- . 28t21χ1， t n 

nJ>  ~n ~ X 1 ~ 8 2C 1 crr.l = C7 -2一一一1 • s t + 2一一一一| ムt2 + ... 
θt Ix 1. t n θt21x1. tn 
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となり、上式を連立させて未知量 δC/δt1m， a 2 C/δt 21mについて解くと、

次ごI 1 
1__ .1. = 1>:ー(C戸-4C十+3C7) 
θt Ix 1， t n 2ムt

a 2C I 1 
-一一Iv.I = 一一τ(C~-2C~斗C7)8 t 2 1χ 1. t n ムム4

-
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となる。式 (2.42)を (2.40)に代入し、その結果を更に式 (2.37)に代入 すると、

C Q， C gの表示式として

5= 竺2c?-4(αfi~c't +Jα+ 1)ヤ +2~C7
α』 αιαι ・

(2.43) 
C~α+ 1 _"n-? 2α+1 ~..._. . (2α+1) (α+1) 

。 -τ~cr 一一一τ_:_C~-1 + \._，~ '~ 司 C7 
乙αιαιZαι ー
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の推定値CQ は全 て既知の量であるから cQ ， c 7 c ~ト11 ， c?q， が与 えられ、

が計算できることになる。

( b)の境界条件が与えられていな い場合も C ~+1を計算するために。図 2-

その 評 価 式 は全 く問機の手法で求まC ~2 の 2 つの濃度が必要であるが、C Q+l' 

+J2α-1) (α ー i ~ CG
2α2 -日

り次のようになる。

CQ 一一 (α ー1~C~
N+l - 2α2 

、、.，
，
amME
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‘、+Jα-1) (，α-2~ CG 

') "--'N α』
+~(αづ~C~-I

') "--' N α』
cn 一 (α-2~C~
1'#2 -ーっ Nα』

U (XN. t)が時間的に 一 定でないときは 式 (2. 4 境界における U (Xl. t)， なお、

0)の代わりに式 (2.39)を用いればよい。

(2.44)の境界外濃度の推算式の有用性を検証す るた め 図 2一式 (2.43)，

開水路流れを考に示 すような Gauss型濃度分布の 1次元純粋移流の計算を行 う。

まfこ!1x Gauss分布の標準偏差は σ=264 (m)、流速は一定で U =0.5(m/s)、え、

初期のGauss分布は Uにより下流に輸 送される= 100(s)とする。A = 200 (m)、

計算領域の上流側 の= 9. 600(s)の濃度分布を計算している。t ここでは、が、

x (m) 

t=9，600s t=Os 
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Gauss遣度分布の移流モデル計算図 2-
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境界条件が計算領域にほとんど影響を与えない場合境界を x= 0 (m)にとると、

一方上流側の境界を x= 3， ーoとおける。-c 7 -c ~ 近似的に cQ に相当し、

下流側に対して決2に示すようになり、境界条件は図 2- 1 800 (m)にとると、

x = 3，80 x = 0 (m)に境界がある場合の移流計算結果と、定的な役割を果たす。

(2.44)を用いて Si x-2の境界条件及び式 (2.43)，図 2- 1 o (m)に境界があり、

両者の3に示す。pointスキームを適用した計算結果を厳密解と併せて図 2- 1 

(2.44)は精度良く境界外の濃度を推定式 (2.43)，間に顕著な差異は見られず、

time stepの計算において式 (2.43)，なお最初の 1--2 していることがわかる。

しかし近似初期条件以前の濃度データが必要となる。(2.44)を適用するとき、

で消えstep 数 time的に初期条件と同じ値を仮定しでも大きな誤差は生じず、

実用上は問題ない。てしまうため、
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4に 2次元問題の計算領域図 2-

j + 1 
2次元の計算領における境界を示す。

境界外において境界に域においても、

‘，， •. ・3
J

沿って 2点ずつ濃度の推定値が要求さ

(x，.YJ. t.) ム
「，

4 )。れる(図 2-

i + 4 

2次元境界領域

(t = t n) 

i +3 i + 1 i+ 2 1 

4 図 2-

のまわりに xに関して Taylor級数に展

関すると次式が得られる。

、、.a
J

r
h
u
 

a凋
“
志

向

''u
，，t

、

-2以 ~II.J.. + 
一以笠|
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cr2.J = C~J 
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境界において濃度は純粋移流の式を満足するとすれば次 式が得ら れ る。
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acl . T 7I  . ¥ aGl . TT'  • ， acl 
五|…+U(X1， Yj， tn)石|ハ jJ+V(L，yj，tn)万|…=0 (2.46) 

ここで、 (x(.Yj， tn)のまわりに tについて Taylor級数に展開して C~.J' ， C ~.-J 

を求め、 3次以上の項を微小として無視したこれらの式を逆に ac/θt11， ;， n ， 

a2C/8 t 211，;， nを未知数として連立させて解くと

三三| =-L(3d，J-4Cり+C~.I)
8tl1，j，n 2ムt

、、I
J
円，
t
anuz 

n
，L
 

，，t

、

が得られる。一方 aCj8yI1，j，n については中央差分をとると次のようになる。

三三| =-L(CEreL1) 
θY 1 i， j， n 211y' -....・....，-， (2.48) 

式 (2.47)、 (2.48)を式 (2.46)に代入し、その結果を改めて式 (2.45)に代入する

と境界外の濃度の推算式として

n ムχI 1 ._ _n  • _n  ，. _n  ". V . _n  _n . 1 
・ =一一|一一 (3C~斗 --4C~.J'+C~.-J) +一一 (C~+l--C~-l) I + C~J U Lムt，--..w --..w -.. ム.Y ，-，，，， T， -....-" J 

ムχI 1 ._ _n  • _n  ，. _n  ". V . _n  __  I 
=一一|一一(3ct--4C~.J'+C~.1) +一一 (C~+lー C~-l) I + Cじ2U Lムt ムy ，-，....~， -，....-" J 

(2.49) 

が得られる。図 2- 1 4の左右が逆の場合や x座標に沿って境界がある場合も

同様の考察を行えば良い。

式 (2.49)の有用性を検証するため、 2次元純粋移流で境界条件の取り扱いが

重要な場合のモデル計算に Six-pointスキームを適用する。図 2-1 5に示すよ

うに剛体的に角速度 ω=2π/12、000sec-1で回転する定常流れ場を考え、初期

条件として中心より 600m離れた X， Yの正負の座標軸上 4カ所に標準偏差 σx-

σy = 200m， peak値が 10のGauss型濃度分布を与える。この計算では計算領域が

図 2- 1 5からわかるように縦横1， 400mの正方形で区切られているため、濃度

の輸送に境界条件が大きな役割を果たすことになる。今、純粋移流を考えてい

るから 1/4回転後 (t=3，000sec)の分布は初期条件と一致しなければならない。
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図 2- 1 6 /4回転後の濃度分布の計算結果
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o x -O y = 100m， O t = 100secの計算条件のもとで式 (2.33)， (2.49)を用い

て計算した結果を図 2- 1 6に示す。同じ条件のもとでlIo11y-Preissmannスキ

ームを用いて計算した場合の peakの誤差は1.8%であった。今回の計算結果は初j

期条件と十分良く一致しており、 peakの誤差も 1%であり、この計算法の有川性

が確かめられた。

2.3.5 Six-pointスキームの鉱彊応用

(a) U (x.t)i=-const.の場合

今までは、 U(x， t) = const.の場合について Six-pointスキームを適 用し計算

を行ってきたが、 U (x， t) #-const.の場合への適用も容易である。式 (2.33)の α

=U(x，t).o t/t1xの値が U(x， t)に応じて変化するだけである。例えば簡 単

な例として、図 2- 1 7に示すように x= 3，200 (m) --4，400 (m)の区間で U= 1 

(m/ s)、他の区間では U=0.5(m/s)の流速を持つ純粋移流のモデル計算を行い、

t =7，200(s)の濃度分布を求めよう。他の諸量は前節と同じである。

10 -1 c 

8 

6 

4 

。。 1400 3200 4400 

U 

(m/5 ) 

1.0 

0.5 

5700 x(m) 

図 2-17 Ui=-const.の場合の移流モデル計算
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全領域で流速が変化せず U= O. 5 (m/ s)となる場合の t= 7， 200(s)の濃度分布も

共に図 2- 1 8に示しているが、流速の 変化による顕著な変形や差異は見られ

ず、 U(x， t) * const.の場合も Six-pointスキ ームによって、平均流による濃皮

の輸送を精度良く計算できることがわかる。

c 
10 

8 

6 

4 

2 

。

t・7200.
EXACτSOLUTIOH 

一-0・-NUMERICAL RESULT 
(U・const.and6x-const.)

ー・・..6-.-NUMERICAL RESULT 

(U~const.or6x.const.) 

x-DIRE口lONGRID POIHTS(6xs2∞(111) ) 

図 2- 18 U *const.の場合の移流計算結果

(b) d. x (x. t)手 const.の場合

実際の拡散問題を取り扱うときは計算時間の短縮を図るため、流れの状態 や

地形また拡散物質濃度の変化の緩急、などに応じて格子間隔を変化させること が

通常行われている。 Six-pointスキームは、その誘導の過程において1:1x = con 

st.を前提として導き出されており、厳密な意味では!1x *const.の場合につい

ては使えない。 しかしながら、今までの経過から!1xが一挙に大幅に変化しな

い限りは Six-pointスキームでもかなりの精度で計算できることが期待される。

例えば図 2- 1 7において x= 3.200 (m)"_' 4，400 (m)の区間で1:1x = 100 (m)とし、

他の区間では!1x = 200(m)としよう。流速は全区間に渡り U= O. 5 (m/s) = cons 

t.で、他の諸量は(a )と同じである。1:1x *const.の場合も α=U.1:1t/l:1xの

値が1:1xに応じて変化するだけで、たまたま αの変化が(a )の例と 一 致すること
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から、計算結果も図 2- 1 8に完全に 一致する。この計算例からも明らかなよ

うに、!J.xが場所的に急激に大きく変化しない限りは、!J.x =-Iconst.のj羽合に

おいても Six-pointスキームは十分実用的であると 言えよう。

( c ) 合流河川への Six-pointスキームの適用

1次元の拡散問題のうち複雑な場合として河川の合流や 分岐の問題がある。

両者の取り扱い方はほぼ同じなので、ここでは Six-pointスキ ームを河川の合流

問題に適用する場合について述べる。図 2- 1 9 (a)に示すように、断 面積 S 1， 

流速 U 1，拡散係数 D 1をもっ河川 (1 )が S 2， U 2， D aの河川(II )と 合流(点 M)

して s.， Ua， D.の合流河川(皿)となって流出する場合を考える。河川I( 1 )、

河川(II )については濃度に関する境界条件はそれぞれ上流側で 与えられるので、

上流側と合流点を境界として Six-pointスキームを用いて計算すれば良い。その

際、境界の外側にそれぞれ 2点ずつ仮想点が必要であるが、それらの点の濃度

は式 (2.43)より推定できる。一方、河川I(皿)の拡散を計算するためには 合流点

β 

の

y
d
 

r
 

e
 

レ
，
〈

b
q
 

3 
H (confluence) 

M 'Q、

(conflue3) 

.-一一一ー.一一一ーー

River J 

図 2- 1 9 ( a ) 1次元の河川の合流 ( b ) 合流部の模式図

Mで境界条件を与えなければならなし1。図 2- 1 9 (b)の斜線部分で 完全に混合

しているものとすると拡散物質の保存則が成立するから、時刻 t= t D で
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となる。 ここで Cl(M)， Cz(M)は河川(1 )、河川(II )の計算から得られた M

点での濃度を意味する。上式で微分を差分化して表し、 (δC8/δxaL..だけは

t = t Dでは表せないので t t D - 1の濃度で近似すると、 C 3 (M )が t= t Dで

次式のように求まる。

C~(M) =一上~{U1S 1C~ (M) +u 2S 2C~ (M) -S 1D1 Ci(M)-Ci (M-l) U3S3 
L-"-..-..，...， • - c. ~G ~ G\'''' A.J1.L/.J. (企χ)1 

C~(M) ー C~(M-l) . ~ _ C~ - 1 (M+l)ー C~ - 1 (M) ) 
- S2D2+S3D3j  

(ム X)2 . ~ .J~.:J (ムχ)3 J 

、、I
J
‘，i
 

F
h
d
 

• n
/
l
H
 

，，t

、

河川I(皿)の計算においても合流点 M点の外側に 2点だけ濃度の仮想、値が必 要と

なるが式 (2.43)より計算される。境界条件 C3 (M )が与えられた以上、後の計 算

は容易である。

具体的な計算例として、 U 1 = O. 5m/s， U 2= 1. Om/s， U a= 1. 5m/sで断 面積と

拡散係数は河川 (1)--(rn)を通じて一定で D=3.78m2/sの場合のモデル 計算を

行う。今、簡単の為、全区聞を通じて!lx = 200m， !l t = 100secは一定とする。

初期条件(図 2-2 0 )として河川(1 )に合流点より 2.000m上流側に中心がある

C max= 10，σ=  264mのGauss型濃度分布を、河川(n )に合流点よりも 6，000m上

流に中心がある幅1， 200m， C = 10の矩形分布(実際は離散値で 与 えるため底辺 1，

600mの台形分布となる)を与えた。スプリット・オペレーター・アプローチにお

ける移流の計算には Six-pointスキーム、拡散の計算には" 一 般化された Crank

-Nicolsonの差分形式"を用いた。 t=4，500sec， t =7.500secの濃度の分布を

それぞれ図 2- 2 1 ， 図 2- 2 2に示す。矩形分布は拡散により滑 らかな分有j

へと移行し、合流によって新たな濃度分布を形成する様子が良く分かる。
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図 2- 2 0 合流河川における移流拡散のモデル計算

初期 (t= 0)の遣度分布
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River 3 
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図 2- 2 1 合流河川における移流拡散のモデル計算

t =4.500(s)の遣度分布
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図 2- 2 2 合流河川における移流拡散のモデル計算

t =7， 500(s)の遣度分布

(d) 不連続な法度分布の純粋移流

Six-pointスキームは容易に 2次元問題へ適用できることは前節 で述 べ たが、

ここでは、一様流速で x軸に 450 の角度で流入してくる 2次 元水域 で、数値 計

算にとってはより厳しい step関数を境界条件が示すときの計算 を式 (2.33)， (2. 

49)を用いて行う。d.x = d. y = 100m， d. t = 100sec， U = O. 5m/s， V =一O.5 m 

/sで t= 3. OOOsecのときの濃度分布を図 2- 2 3に示すが sharpな形状をほ ぼ維

持している。
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図 2-2 3 step状漫度分布の輸送
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角をまわる流れ中の移流舷散‘‘z
a
'
 

ag 

，ESE
E
-
-

町
、

u
でaY (ここa v= a x， 流速がu=一最後に移流拡散の計算例として、

2 4に示されていこれは図 2-X 10-4)で表される 2次元の流れの場を考える。

拡散係数を単純に流速の絶対値と水 深(=るように直角部を回る流れを表す。

= 0で x-一t 境界条件としてconst. )に比例するとして D=初、!U2+V2 とおき、

σ 混 =σ y=200mである 2次 元Gauy=1.300mに中 J心をもち Cm・玄=10， 3.500m， 

v = O. 0 m/ sで一様に x軸の正の方向に流れるとき、ss型濃度分布がu= O. 5m/s， 

x = 2. 500mの計算領域の境界で検出される濃度分布を境界条件として in p u tした。

5に示す。図 2- 2 4， = 4. OOOsecの計算結果を図 2-2 t = 3. OOOsec， 

乱流拡散によって拡散していく様子が良Gauss分布は移流輸送によって変形し、

く示されている。
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直角部の流れの中における Gauss型濃度分布の移流と拡散

=3.000(s}} による変形(t 

図 2- 2 4 
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図 2- 2 5 Gauss型濃度分布の移流と拡散の計算結果 (t=4.000(s)) 
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2. 3. 6 まとめ

本章では、 Eight-pointスキームとほとんど 同じ精度を保ちながら、 6点の格

子 の濃度しか用いない Six-pointスキームを開発・提案し、いく つかの結論が得

られた。主要な結論は以下の通りである。

(1) Six-pointスキームは、精度に関しては Eight-pointスキ ー ムや Holly-

Preissmannスキームとほぼ同等のスキームであった。

(2) 2次元問題における使用格子点の数は Eight-pointスキームが 64点であ

るのに対し、 Six-pointスキームはそのおよそ半分の 36点の格 子点 で計

算ができた。

(3) 2次元問題における計算は、特に Holly-Preissmannスキームと比較して大

幅に簡略化できた。

(4 ) 境界付近の取り扱いにおける実用上の問題は、式 (2.43)， (2.49)等を用い

ることによって解決できた。

( 5 ) 流速が一定でない場合や格子幅が一定でない場合においても厳密解と数値

解の聞に顕著な差異は見られなかった。このことは、 Six-pointスキーム

が流速や格子幅が変わる場合にもかなりの程度有用であることを示すもの

であった。

以上のように Six-pointスキームは 1次元だけでなく 2次元のさまざまな実際

の流れ場への適用も容易であることから、移流の計算において非常に有用な計

算スキームであることが明らかとなった。
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2. 4 改良型 Six-pointスキームの開発

2. 4. 1 はじめに

前節では、精度の点でも計算の容易さの点でも Holly-Preissmannスキームの

短所を十分補った移流の高精度計算スキームとして Six-pointスキームを提案し

た。この計算法は以下の特徴を持っていた。

( 1 )従属変数として濃度のみを取り扱っていた。

( 2) 1次元問題への適用では、その高い精度と使いやすさのため有力な計算法

であった。

(3) 2次元・ 3次元問題への適用も簡単であった。

しかしながら、この Six-pointスキームを多次元問題へ適用するときは、誤差

の蓄積のため、 1次元問題への適用と比較すると精度はかなり悪くなる。 もし、

2次元、 3次元への適用においても高精度を期待するのであれば、 Six-pointス

キームに改善の余地がまだ残されていると言えるであろう。

本節では、 SHASTA(Boris-Book(1973)， Book et al. (1975)) で初めて紹介さ

れた人工的な修正項の付加により精度を改善する手法を応用し、 Six-pointスキ

ームの計算精度を改善することを試みる。その結果Taylor級数展開により評価

された数値拡散項は、付加された人工拡散項によりほぼ完全に消去されること

が明らかにされる。本節で開発・提案される改良型Six-pointスキームにより、

1次元だけでなく 2次元、 3次元の場合の流れの純粋移流の数値計算が非常に

精度良く計算できることを示す。
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2. 4. 2 多次元問題における誤差の蓄積

ここで参考 のため にSix-pointスキ ームを用いた Gauss型濃度分布の 1次 兄純

粋移 流の簡 単 な計算例を 示 す。開水路 流 れ を考 え、 流速は 一定で U=O.5m/s、

Gauss分布の標準偏 差 は σx=264m、また d x = 200m、 d t = 100secとする。初j

期条件の Gauss型濃度分布は流れにより下流に輸 送 され るが、 t = 9， 600secの濃

度分布を計算している。その計算結果を厳密解及びHolly-Preissmannスキーム

による計算解と比較して図 2- 2 6 ，こ 示 している。 前節 で述べ た ように Six-po

i n tスキームは Holly-Preissmannスキームとほとん ど同 じ精度を保って い る。

10 
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〈
肖
ト

Z
凶

υzoυ

2 

t-9，600・

。

.cheme 

一一一 Exactsolution 
企一一一ー込 Six-point scheme 

口一一一ーロ Holly-Pre1aamann・a

5000 5400 5800 6200 6600 7000 

図 2- 2 6 1次元移流の計算

Six-pointスキームを 2次元、 3次元問題へ適用した場 合 の誤差 の蓄積の程度

を調べてみよう。 2次元問題への適用例は、無限の広さをも っ 2次元平田にお

いて、(1， 400m， 1， 400m)に中心がありピーク濃度 C= 10，標準偏差 σ 混 =σy-

264mのGauss型濃度分布の純粋移流の計算である。流速は、 U= v = O. 5m/s 、計
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算格子は 11x = 11 y = 200m， 11 t = 100sとし、 9，600s後の計算結果を厳密解と

ともに図 2- 2 7に示す。

3次元問題の計算においては、 2次元平面で求めた各格子点での濃度を z方

向に移流させるわけであるから、 x軸方向、 y軸方向に移流させた後 z軸に平

行な鉛直格子軸上でそれぞれ 1次元的に z方向へ移流の計算を行えば良い。

Six-pointスキームの 3次元問題における計算例として 1次元、 2次元のモデル

計算と類似の、 3次元無限空間において(1.400m， 1， 400m， 1. 400m)に中心が有

り、 ピーク濃度 C= 10、標準偏差 σ 友 =σ .， -σ :r;=264mのGauss型濃度分布の純

粋移流の計算を行う。流速は U=V=W=O.5m/s、計算格子は 11x = 11 y = !1 

z = 200m， t1 t = 100sとし、 9，600s後の計算結果を厳密解とともに図 2-2 8 

に示す。

2次元、 3次元と次元が増加するにつれて、 1次元で精度の良かった Six-po

i n tスキームもだんだんと顕著な誤差が生じてきているのが分かる。これは、式

(2.33)の繰り返し使用による誤差の蓄積の結果である。確かに Six-pointスキー

12 12 

Exact 5olution Exacl 5olulion 
10ト

ーー・モラ・ーー 10 
y =6，200m Improved Six-凶int y = 6，200m 

Zo--
5cheme 

z = 6，200m t = 9，6005 ‘ 
ー--6・ーー、 Six-閃intscheme t = 9.6005 

。仁三L.............r?で!
。

(500 5500 6500 7500 x(m) (500 5500 6500 7500x(m) 

図 2-2 7 2次元移流の計算結果 図 2- 2 8 3次元移流の計算結果
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ムは 1次元問題において高精度の移流の計算を可能にし、多次元への拡張性に

おいてもその容易さの点で優れた有力な計算法であるが、実際の多次元の問題

への適用 lこ際しては、より高精度で実用的な計算スキームが望ましい。

2. 4. 3 改良型 Six-pointスキームの誘導

(a) 改良型 Six-pointスキームの定式化

1次元の純粋移流方程式(2. 9)において U= const.ならば、濃度の時間微分は

濃度の空間微分と以下のように関係づけられる。

8rlC 
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dX馬

(た=し2，3，....) 、、，，，
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式 (2.52)を用いて Six-pointスキームの式 (2.33)をTaylor級数解析すると次式が

得られる。

氏:次-; ~ 82C (ムχ)2 • ~ 83C (ムχ)3 
一一 +u一一 =D'J一一一一一一一 +D司一一一一一一一θt -8xι3χ2  2!ムt . ~.:> 8x 3 3!ムt

θ4C (ムχ)4 . ~ 85C (ムχ)5 
+ D4一一一一一一一 +D"一一一一一一一一 +

宅 8x4 4!ムt . ~;) 8x 55!ムt ' 

1
1
J
 

n
‘u
 

r
h
u
 -

n
，b 
，，t
-

ここで

D2 = -3. 16x 10-2α2 +3. 16x 10-2α 

D3 = 4. 74x 10-2α2 -4. 74 x 10-2α 

D4= ーα4+2α3 -2.26α2 +1. 26α 

Ds = α5 -2.83α3 +4.83α2 -3.0α 

式 (2.53)の右辺は Six-pointスキームの truncation errorと関連し、数値拡散

を引き起こして誤差の原因となっている。右辺のこれらの数値拡散項のそれぞ

れの特性を明らかにするため、各項を 1つずつ取り出して拡散の数値計 算を行
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った。式 (2.53)を詳細に解析し、また多くの数値実験を行った結果、図 2- 2 

9， 図 2- 3 0に示すように、 右辺第 1項の 2次の数値拡散項は通常の乱流拡

散や移流分散と同様の dampingの性質を持ち、右辺第 2項の 3次の数値拡散項は

位相誤差を生じさせて歪を引き起こすことが分かった。

12 

Exact 5olution 

A ーー・・...8---t = 9，6005 Numerical solution 

。
-2 

7500 x(m) .500 5500 6500 

図 2- 2 9 式 (2.53)右辺の第 1項(2次の拡散項)の特性

図 2- 3 0 式 (2.53)右辺の第 2項(3次の拡散項)の特性
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また、右辺第 3項の 4次の数値拡散項は図 2- 3 1に示すように、振幅の増幅

と高波数の振動を引き起こした。一方、図には示していないが、 5次の数値拡

散項は 3次とは逆方向へ位相誤差と歪を生じさせた。

16 

H ト : '. Exact solution 

ーー・・-A..一ー
t = 9，600s Numeri回 Isolution 

‘ •• 8 

-2 

~500 5500 6500 7500 x(m) 

図 2 - 3 1 式 (2.53)右辺の第 3項(4次の拡散項)の特性

Six-pointスキームを用いるとき、できるだけ高精度を維持するためには、 式

(2.53)右辺のこれらの数値拡散項の効果を何とか減らし、できればゼロにしな

ければならない。ここでは、 Six-pointスキームの精度の向上を図るため式(2. 

53)右辺と打ち消し合う負の拡散項を導入することにする。ところで、 式 (2.53)

の右辺の誤差項は無限級数であるので、全ての項を差し引くことは 不可能であ

る。そこで次のように仮定した。すなわち、

(1) damping誤差に寄与する全ての数値拡散項は、筆頭項である 2次の数値鉱

散項で代表できる。

( 2 )位相誤差や歪を引き起こす全ての数値拡散項は、準筆頭項である 3次 の数

値拡散項で代表できる。
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式 (2.53)右辺が無限級数であることを考慮するため、それ ぞれの項の積で表

される補正係数を導入して、 Six-pointスキームの全補正項を次のような 形で表

すことにする。

a 2C (ムχ)2. ~ a 3C (ムχ)3 
γD2一一-E一一一一一一 +aD3一一τ一一一一一一axι2!ot --~ aX3 3!.6t 

ここで、 aは 3次の空間微分をもっ補正項のための定数係数で、 7 は式 (2.53)

右辺における 3次の空間微分以外の全ての項の影響を含む係数となる

f改ご a2c a4c a5c ¥ 
γ=funct ionl一一一一一一一一 | lθx'θχ2 ' ax4 'θχ5 ，.... ) 

式 (2.53)右辺から上記の項を差し引くことによって純粋移流の数値計算の精

度が改善されることが期待される。

決ご 次ご a2c (ムχ)2 . ~ a 3C (ムχ)3 . ~ a 4C (ムχ)4 
一一 +u一一 =D2一一一一一一一 +Dγ一一一一一一一 +Da一一一一一一一 +at θ工 θχ2 2!ムt . ~ Jθχ3 31ムt 岨 ax4 4!ムt I 

a2c (ムx)2 ~ a 3C (ムχ)3 
γD2一一τ一一一一一一 - aD3一一一一一一一一axι2 !ムt -~ Jθχ3 3!ムt

(2.54) 

式 (2.54)は次式のように書き直される。

C?刊=C7 = b1CP-3 +b2CP-2 +b3C7-1 +b4C7 +b 5 C~+' +b6Cr+2 

a2c (ムχ)2 ~ a 3C (ム工)3 
-γD2一ーで一一一一 - aD3一一一一一一一ax 2 21 -~ J aX 3 3 ! 、、‘，f

rhυ 
r

、υ
• n
J
U
 

，，E
‘、

改良された Six-pointスキームを陽的な計算法として保持するために、 2次と

3次の微分は時間 t t Dにおいて差分化し、 x= X i-lと x= X Iの間 でクーラ

ン数 αによって荷重平均したものを用いた。

a2c (，6x)2 α l-a 
一一一一一一一 = :: (C7 -2C?-1+Cr.2) + 一一一(C7+1-2C7+C7-1) θX 2 2! 2 ¥ ~ I '-'~ 1-1 ， ~ 1-21' 2 ¥ ¥...1 i+ 

a3c (.6χ) 3α l-a 
一一一一一一 =一(C7.1-2C?+2CP-2-Cr.3) + 一一一(Cr+2-2C7+1+2C7-1-Cr-2)θχ3 31 12 \~I+l '-'~I ''-'~1-2 ~i-31 T --iz¥¥...1 i+2一一

E
d
 

r
h
d
 



最後に、残された補正係数 7 と aを決定する。 rの値は 正の拡散(振幅の減京)

や負の拡散(振幅の増幅)に強く関係している。それぞれ の数値拡散項の特性を

詳細に検討 し、変数の組み合わせを最も簡単なも のについていくつか考慮した

結果、 7 の式が以下のように決定された。

|一色 (ω刈)
γ=  ~ Iω| 

L 0 (ω=0) 
、‘，，
J

R
h
U
 

E
d
 

n''u 
，，
a-

ここで

ぷご a2ca4c a5c e)(コ c 1 -Cト1
ω= 
8x aX 2 aχ4 aX 5 'θχ ムχ

a2c C 1+I-C， -CH+C，-2 
3χ2 2(ムχ)2 

84C Ci+2-3C l+l+2C 1 +2C H-3C i-2+C 1-3 
a X4 2(ムχ)4

θ5C一Ci+2-5Ci+l+ 10C 1 -10C H+5C 1-2-C i-3 
3χ5 (ムχ)5 

ωがゼロでないときは、 7 は+1か-1の値をとり、付加した 2次の微分の項

が数値誤差を打ち消すように作用させるという重要な役割をもっ。時間 tnにお

ける全ての格子点の濃度は既知であるから、 ωの式の中の微分は時間 tnで容易

に差分化できる。上述の係数 γを用いて多くの数値実験を行った結 果、 aは近

似的に次の値をとるときが最も精度が良いことが分かった。

a = 0.275 、‘，，，円，tEU
 

• n，ru ，，【、

ところで VonNeumannの安定解析によれば、ある波長の範囲で式 (2.55)の増幅

ファクターは 1を僅かに超えていることが分かった。この不安定性は 2次微分

の補正項に原因があると考えられる。 したがって、 2次微分の補正項に乗ずる

減衰ファクター s，を導入した。 s，は計算の繰り返し回数が増加するとともに

小さくなる必要がある。詳細な考察と多くの数値実験により s，を次式のように

決定した。
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23.6 
5f = (n+18.7)O・758 (2.58) 

最終的に、増幅ファクターは全ての波長の範囲で 1以下の値となった。

以上の計算式を 1つにまとめた最終的な代数的表現式を次 lこ示す。

C~+l = b ~Cr-3+ b与Cr-2+b ~C7-，+ b ~C7 + b ~C7+，+ b ~Cr+2 1
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(改良型 Six-pointスキ ーム)
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(1-α)γ5 I ~ (-2+3α) a 
b's= b5 

_\~ ~:'''_''D2-
22123  

(1ーα)a _ 
b ~ = b (.， -

\~ ~，.... 

D司
~ -~ 

12 
-~ 

式 (2.59)を改良型 Six-pointスキームと名付けることにする。

( b )モデル計算とその評価

前述のオリジナルな Six-pointスキームで行ったのと同様の条件で、前節で求

めた改良型 Six-pointスキームについて、 1次元、 2次元、 3次元の場合のモデ

ル計算を行った。 1次元問題への適用で得られた結果を図 2- 3 2に示す。数

値解は厳密解に良く一致している。 ピーク濃度の dampingだけでなく、負の濃度

も改善されている。さらに、位相誤差も全く現れていない。また、 1次元移 t1i

計算の中で、より条件の厳しい、不連続部分をもった台形濃度分布のときの同

様な純粋移流への適用例でも良好な結果を得ている。
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3次元問題における改良型 Si x 
12 

2次元、

Exact 5olutlon 
_ . -6・-

Improved Six point 
5cheme 
ー--6---

SIX.凹int5cheme 

t = 9.6005 

10 

8 
Z
O
H
'
H〈
出
ト
Z
凶

υzoυ

7， 

改良

-pointスキームの計算結果を図 2- 2 

8にそれぞれ示している。図 2- 2 

6 

型 Six-pointスキームにより非常に正確な

厳密解とも良計算結果が得られており、

dam 

ping誤差の消去に関しては大幅な改善が

このスキームでは、く一致している。

7500 
x(m) 

5500 

。

.500 

負の濃度の減少についても僅か

ながら成功している。

見られ、

1次元移流の計算図 2- 3 2 

まとめ2. 4. 4 

Six-pointスキームを Taylor級数解析することにより明らかとなった数値拡散

項を消去するための補正項の導入によって格段に精度の向上した改良型 Six-po

このスキームを適用することにより、i n tスキームを開発することができた。

3次元の移流問題も精度良く計算できるようにな っ2次元、次元だけでなく、

拡散の計算において例えば Crank-Nicolsonのスキームなどを併用したたため、

貯水池や河口等における物質拡散の数

高精度でかっ容易に実行できることになる。
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2. 5 SOWMACスキームの開発

2. 5. 1 はじめに

特性曲線法に基づいて提案された Holly-Preissmannスキーム (llo11y-Preiss 

mann(1977)) やSix-pointスキーム (Komatsuet al. (1985))、改良型 Six-poi

ntスキーム (Komatsuet al. (1989)) は、高精度な移流の計算を可能にした。

しかしながら、 Holly-Preissmannスキームは従属変数として濃度及び濃度勾配

を用いており、それらの移流計算を必要とするため 2次元・ 3次元問題への拡

張が非常に煩雑となる (Glass-Rodi(1982).Holly-Usseglio(1984))。 また、

Six-pointスキームや改良型 Six-pointスキームは、従属変数として濃度のみを

移流させるため多次元への拡張は簡単であるが、計算格子点を 6点用いている

ため境界付近における取り扱いがやや面倒になる。純粋移流のための計算法と

して、多次元への拡張が容易で、かっ、境界付近の取り扱いも簡単な新しい高

精度計算スキームの開発が緊急な課題となっている。

本節では、精度や安定性に優れた 2階導関数の差分の特性に着目し、 1階の

移流方程式の代わりに 2階の波動方程式を解くという新しい概念を用いて、従

来の問題点を解消した移流のための新しい高精度計算スキームの開発について

述べる。
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2. 5.2 SOWMACスキームの誘導

(a) 2階の波動方程式の導入

簡単のために 1次元の純粋移流方程式

氏二一 ぷ二
一一+u二一一=げ
δtδx  

1
1
f
 

n
H
u
 

n
h
u
 

• n
J
b
 

，，t
、

を考える。後述するように 1次元から 2次元・ 3次元問題への展開は 容易であ

る。

スプリット・オペレーター・アプローチにおける拡散の計算は、 Crank-Nico

lsonスキーム等種々の計算法によって比較的精度良く計算ができる。 このこと

から、 2階の導関数の数値計算は安定で精度の良いものであることが示唆され

る。一方、純粋移流の計算、つまり、 1階の導関数の数値計算はたびたび発散

や数値分散を引き起こす。 したがって、式 (2.60)を tで微分した式と式 (2.60)

をxで微分した式から得られる 2階の波動方程式

32C232C 
at 2 -θχ2 '-' 、‘‘，，1i

 

《

h
U-

n
，IH
 

，，，‘、

は数値計算上、式 (2.60)よりもはるかに有利であることが期待される。ただし、

ここで流速 Uは近似的に一定としている。

式 (2.61)の解は dynamic waveで、下流に伝播する前進波と上流へ伝播する後

退波の重ね合わせである。一方、式 (2.60)の解は下流へのみ伝播する前進波で

ある。 したがって式 (2.60)の代わりに式 (2.61)を解く場合は、解として前進 j皮

のみが得られるような条件を強制的に与えてやらなければならない。
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(b) 2階の波動方程式の差分化

式 (2.61)の差分式は数多く考えられるが、 x - X Iをrt1心として空間的 lこ左右

対称、な形のスキームを用いると、計算結果に左右非対称な歪みが生じる。これ

は、移流という現象が上流から下流へ向かつて伝わる 一過性の左右非対称な輸

送形態であることに起因している。そこで、左右非対称な計算スキームを採用

することにし、上流側の情報量が多く取り入れられるように 工夫を行った。

この空間的に左右非対称な差分スキームは implicit形式となり、ク ーラン数

を α(三 ULlt/Llx)とすれば以下のように表わされる〈図 2- 3 3 )。

(1一κ)(C r-1 -2C7-I+C目)+κ(C~+l -2C7 +C~~) 

一 α2{θ(C r.;-2C'r+C~~D+ (1-θ) (C巳1-2C7+C7-1) }=o 
、、J
'

n
，L
 

F
h
u
 

n
J
b
 

f
E
1
 

ここで、 κ， eはそれぞれ空間及び時間に関する重みである。

このスキームを用いて移流の計算を

n+1 

~X ~X 

- '・ 4
-・

-司‘

， '" 

~t 

tt¥ 

.; 
， 

~t 
X 

F、 ... トJ

試みた結果、重み κ と 0の適当な組み

合わせを用いれば高い精度の計算が可

能なことが分かった。このスキームは

既知量として n及び (n- 1 )タイムス n 

テップの濃度を必要とし、この 2つの

タイムステップの条件の与え方次第で n -1 

1方向の伝播波のみを再現することが
i -1 i i + 1 

できる。例えば、 t = -II tと t= 0 図 2- 3 3 1次元計算絡子

で、波が下流にのみ伝わるような初期

条件を与えると図 2- 3 4に示すように下流側に向けて移流の計算が精度良く

行える。一方、 t = -II tと t= 0で全く同じ濃度分布を初期条件として 与 える

と図 2-3 5のように 2つの波が上下流へ伝わる結果が得られる。 したが って、

波が下流へのみ伝えられるような条件を (n- 1 )ステップと nステップで容 易
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に与えることが可能ならば問題ないが、 (n- 1 )ステップと n ステップの条件

の問で整合性がとれていない場合、図 2- 3 5の ように不必要な波の成分が上

流へ伝播することになる。

Z
O一
ト
〈
江
ト

Z
ω
O
Z
0
0

t = 2000s 

u=1.5m/s 

results 

10 20 

図 2- 3 4 遣度分布が下流へのみ伝わる初期条件を与えた

ときの差分式 (2.62)による移流の計算例

Z
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ト
〈
江
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Z
凶
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Z
0
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t = 40005 

10 20 

X-AXlS 
30 

図 2-35 t=Oと t= -s tで伺ーの初期濃度分布を与えた

ときの差分式 (2.62)による計算例(上下流へ波が伝播)
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1 )ステップの j農図 2- 3 6に示すように(n一この問題を解決するために、

与 えここでは、ステップの濃度を用いることにする。，
 

、、E
I

-
-
E
-度 の代わりに(n -

n )の格子点を下流側へ向か つ+ 1 ， 
、
、、】
fn
 

流速の下で(i ， られた格子幅、

i軸を1 )軸、

タイムステップとした。

これらの特性曲線がそれぞれ(i -

1 )' t-l:1x/U)を (n-

て通過する特性曲線を考え、

横切る時刻 (nl:1 

x/U 
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~t ， ， ， ， ， ， 
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，，E
E

‘、
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・
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4
E
E
E
 

に おける進度の前の時間ステップ (n-1)'

特性曲線による推定

図 2-3 6 

ステップの濃度は特性曲線の概念から以下のように求め られる。，
 

、、}
J

唱

E
A

(n -

C ~n-l)' =c仏1ciつ)'=c7 

時間方向の 3点の濃度を用いて最終的に次式の 差分時間に関する 2階微分は、

式で近似できる。

」τ(blC~+ b ZC?-I+ b 3C? 
stZ 

= _1τ(b1C"':叫 bzC7 + b 3C?+1 
stι 
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こ」で、

2α 
b 1=五[' b2=-2α， 

b司 2α2---
dα+1 

である。

式 (2.62)の差分式は新たに次式で与えられる。

2(1-.κ) {C7~一 (α+1)C7-1+αC7 }+2κ{C~刊一 (α+ 1)C7 +αC7.d 

=α(α+1) θ(C~:1 -2C~+I+C~~) +α(α+1) (1-8) (C巳1-2C7+C7-1) 
、、，
J

内
‘

u

戸

hu

n

Jλ
M
 

，，t

、

式 (2.63)のスキームは最終的には nタイムステップの C 1-1， C 1， C 1 + 1 だけ

を既知量として使用している。 (n- 1 )'ステップの Cの値を流速 Uに乗った

特性曲線から求めていることから、この差分スキームは前進波のみを計算の対

象とすることになる。

( c ) パラメーター κI 8の決定

式 (2.63)の最適な κ， 8はクーラン数 α と共に変化する。 κ と0の αに関す

る関数形を求めるために、式 (2.63)に Taylor級数解析を用いると、最終的に以

下のように表される。

a2c __~ s2C ムχ3 a 3C 
一一一 一U2--7=[(4-6κ)α-6(θ+κ-1)α2+ (2-6θ)α3J一一一一一一
θt2 ~ aん 3!ムt2 sX 

ムχ4θ4C
+[4 (κー1)α+2(6κ-5)α2+4(3θ+2κ-2)α3+2(6θ- 1) α4J一一~ ~~-""--A + 

4!stιdχ 噌

(2.64) 

式 (2.64)の右辺が式 (2.63)のスキームの打ち切り誤差である。この誤差項は無

限級数であり 、 これをゼロにすることができれば厳密な計算が可能である。現

実にはそれは不可能であるので、誤差項をトータルとしてできるだけ小さくす

るように κと 0を決めることが望ましい。式 (2.64)右辺の各項の係数は、 ar t i 

ficial dispersion coefficientと呼ばれる。このうちの筆頭項と準筆頭項であ

る 3次、 4次の項の artificial dispersion coefficientの大きさを評価するた
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めにこれらの項の 2乗をとり、 1 1， 1 4 とおく 。

J 3==[ (4-6K)α-6(θ+κー1)α2+(2-6θ)α3J2 ー』
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E
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この 11， 1 4 を最小にする条件は、 これらの式を κ もしくは Oで偏 微 分 して ゼ

ロとおくことにより以下のように求められる。

α+2-3κ-3αθ==0 、、1
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F
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• n，L
 

，，‘、

式 (2.61)，(2.68)を連立させて解くことにより 11， 1 4を最小にするパラメータ

一κ、 0の関数形が求まる。

。+2
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式 (2.69)、 (2.10)の理論解は 5次以降の誤差項を考慮していないために、 若

干の修正が必要であると思われる。そこで、式 (2.63)を用いた移流の数値 実 験

を数多く行い、 κ、 0の最適値を試算的に求めた。得られた結果と式 (2.69)、

(2.10)を図 2- 3 7に示す。

最適値と理論解はほぼ一致しているが、わずかのずれが見られる。これは前

述のように理論解の算出の際、 5次以降の高次の項の影響を考慮に入れていな

いためである。 したがって、試算的に得られた κ、。の最適値から、式 (2.69)、

(2.10)を基本として若干の補正を加えて最終的な関数形を求めることにする。

その際、式 (2.63)より α=1で κ+e = 1が成り立つという条件を付加して最

小 2乗法により求めると、パラメーター κ、。が決定され次のようになる。

κ=  0.5155α+0.9:溜 、、，
I・1A円

，
e

• n，ru --、

αθ=-0.1凶iα-0.3152 (2.72) 
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α 
0.0 
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-0.5 

図 2- 3 7 κ， eとクーラン数 αの関係

(d) SOWMACスキーム

前節で、パラメーター κ， 。の最適値が式 (2.71)，(2.72)のように求められた

ので、移流計算スキームの最終形が決定できる。

ところで、これまではクーラン数 αはO壬 α豆 1の範囲にあることを前提とし

て話を進めてきたが、実際の自然現象では、潮汐流、局所流等クーラン数 αが

負になるケースが多く見られる。図 2- 3 8に示すように、 αの正負に関し x

= X Iを中心としてスキームは左右対称であることから、式 (2.63)において
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一

i -1 一ータ i +1 

i +1 ーーテ i -1 

α ータ |α| 

とおくことにより、負のクーラン数に対 す る計算ス キームが求められる。

n 

.1x Aχ 
-- ー， - 、

量、

'‘ 
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‘ 、、.

、、、--廷とう1

αL¥x |牛k
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+ 1 

図 2- 3 8 α孟 Oと α孟 Oに関するスキームの対象な性質

1次元純粋移流方程式

δC 荻二 一
一一一 +u一一一 =0at . -s:工 v

に対する最終的な計算スキームが正負の αに対して統ー された形で以 下 の よう

に求められる。

PIC~~+ P2C~+t+ P3C~=P4C~-1+ P5C~ + p6C巳1 、、‘，，n‘u
 

円
，
t

• n
J
b
 

，，.‘、

(SOWMACスキーム)

ここに、
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P 1=0.m6α0++0.3152α0--0.5467α1++0.必43α1-+0. lm1α2 

P2=1.沼72 +0. ffi241α1 -0.3382α2 

P 3=0. 3152α0++0.JT76α0-+0.4843αμ-0.5467α1-+0.1alα2 

P4=0.m6α0+ +0.3152α0-+0.5157αμ-0.4533α1-+0.1381α2 

P 5=1.却72 -0. ffi241α-0.2762α2 

P 6=0. 3152α0++0.JT76αo一一0.4533αμ+0.5157α ト +0.1沼lα2

+=AI NT(luj 

αAINT(lu;|) 

α1-= IαγLI 

Uムt
α =下記一

ここで、 AINTは FORTRANで用いられる小数切り捨ての組み込み関数である。

この式 (2.73)を本研究で提案する最終的な計算スキームとする。以下、 この

スキームを SOWMACスキーム (Second Order Wave equation Method for Advecti 

ve Calculation)と呼ぶことにし、次節以降で安定性、精度の検証、またその比、

用例について述べる。

( e )安定解析

前項で提案した SOWMACスキームについて、 Von Neumannの安定解析(Cunge 

et al. (1986)， Baptista et al. (1985)) によってその特性を調べる。

1 )増幅係数に関する解析

式 (2.60)の解をフーリエ級数で表わせば次式のようになる。

-68 -



C(μ)= LA.exp{-jd.tlexp{jk.xl 、、I
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ここで、 σ回， k mはそれぞれ m番 目の波 の成分の 角周波数， 波数であり、 jは

虚数単位 (j =イヨ)である。基礎方 程 式 ((2.60)式 )が線形であることか ら、解

の重ね合わせの原理が成立する。 したがって任意の波の 成分

C(x，t)=Ae却 {-jat}e却 {jk x } 、、‘，，
，

r
h
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円
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J
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，，a
‘、

も解の 1つとなり式 (2.60)を満足する。簡 単 のためク ー ラン数 αを正とし、 式

(2.75)を式 (2.73)のSOWMACスキームに代入し整 理 すると次式が得ら れ る。

e -jG6.t P4 e -Hl6.x+ P 5+  P 6 e jk6.x 
P 1 e -Hl6.x+ P 2+ P 3 e jk6.x 
B3+ j B4 

、、‘，，EU
 

円，
t

• n
J
I
H
 

，，t

、B 1 + j B2 

したがって、 SOWMACスキームの増幅係数は次のように表される。

|G|=le -MM|=r12::;B4)+(Bl;;;2B ~r 、、，，
J
円，l
円
1
6

n''M 
，，t

、

、，、. .-、_L tL.、

B1= P1COS kムχ +P2 + P3COS kムχ
B2=-p1sinたムχ +P3sinkムχ

B3= P4 COS kムχ +P5 + P6COS kムχ
B4=-P4 sin kムχ +p6sinkムχ

この増幅係数は、必ずしも 1とは限らず、クーラン数 α及び波 長 と格 子 幅の

比 L/ L¥xの 2つの量に依存する。 α=0.6における IG Iの L/ L¥x'こ関 す る

変化を図 2- 3 9に示す。 比較のために 1次精度風上差分スキ ー ム、 S i x-

pointスキーム及びHolly-Preissmannスキームの IG Iを同図に 示 している。

SOWMACスキームは L/L¥xの広い範囲で厳密解の IG 1=1と一 致しており、

L/L¥xの小さい領域においても高い精度を保ち、 Holly-Preissmannスキ ー ム
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IGI 1 

0.8 

UW  - upwind difference 
十IP - Holly-Preissmann scheme 
SP - six-point scheme 
SM - SOWMAC 
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.1x 

図 2-3 9 スキームの増幅係数と波長の関係 (α=O. 6) 

の特性に近い。

2 )位相誤差に関する解析

角周波数 σの複素数表示として

σ=Re (σ) + j 1m (0') 

とおいて式 (2.76)に代入する。右辺と左辺の実部、虚部がそれぞれ等しくなる

ことから伝播速度は最終的に次式のように求まる。
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式 (2.78)と厳密解の伝搬速度 U との比

Re(σ) 1 1 L m _，( B2B3-B1B4 ¥ =一一一一一=-Tan -1 I ____ -G-__  -J:.....____::_=-.. 
kU 2πα ムχ ¥B1B3+B2B4)

、、』，
n
H
U
 

円，
I• n，心，，t
、

は位相誤差に関する指標となり、この値が 1から離れる程、数値分散を引き起

こす。この指標もまたクーラン数 α、 L/tlxに依存して変化する。 α= O. 75 

における伝搬速度比を L/tlxに対してプロットしたものが図 2-4 0である。

L/tlxの幅広い範囲において伝播速度比は 1に近い値を示しており、また
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図 2-4 0 スキームの位相誤差と波長の関係 (α =O. 75) 

L/OXの小さい領域においても SOWMACスキームは Six-pointスキーム 程度 の高

精度を有することが分かる。

(t) 多次元問題への展開

1) 2次元問題

1次元問題で開発された SOWMACスキームの 2次元問題への拡張は 容易である。

2次元の純粋移流方程式は次式で表される。

決ご ぷご 次ご
一一+u一一一+v一一=0at θχ ay (2.80) 

2. 3. 3節で述べたように、式 (2.80)には拡散項がないので、特性曲線上で濃度 は

変化しない。短い 1時間ステップの聞に流体粒子が移動する経路を特性 11u線の

経路から変更し最初に x方向に移動させ、次に y方向に移動させる 手法を利用

することにする。 1時間ステップに特性曲線が到達する地点 までの移流の 計算

を上述のように 2段階に分ければ、以下の 1次元の計算を続けて 2度行う こ と

になる。
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ac 次:
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(2.81) 
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式 (2.81)、 (2.82)は両式とも 1次元純粋移流方程式であるので式 (2.73)のSOWM

ACスキームがそのまま適用できる。解法としては、式 (2.81)を最初に解いた後、

その結果を用いて同一タイムステップ内で式 (2.82)を解けば良い。この方法に

より、 implicitな計算スキームであるにもかかわらず、 SOWMACスキームは 2次

元問題でも ADIスキーム (Leith(1965)) と同様に計算量を大幅に減らすことが

できる。例えば計算領域の格子点が N x X N y個の場合、 implicitなスキームで

解くには通常 N x X N Jの大きさのマトリックスを解く必要がある。 一 方、 SOWM

ACスキームの 2次元展開においては、 N xの大きさのマトリックスを N y図解い

た後、直角方向に N Jの大きさのマトリックスを N翼団解くだけで lステップの

全領域の計算が終了する。 しかも、 SOWMACスキームで使用する格子点は 3点で

あるため解くべきマトリックスは 3重対角行列となり、解を求めるのが非常に

容易である。

2) 3次元問題

3次元の場合も 1)と同様に、 x方向、 y方向、 z方向の移流に対し、それぞ

れ分離して SOWMACスキームを個別に適用すれば良い。

n
，b 
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2. 5. 3 モデル計算による SOWMACスキームの検証

(a ) 1次元モデル計算

SOWMACスキームを検証するために以下の初期条件の下で移流計算を行った。

初期条件として 2つのピークをもっ濃度分布(ピーク値 10，標準偏差 264 m， rtJ 

心位置 x= 1. 400mのGauss型濃度分布と、 ピーク値 6.5、標準偏 差 264m，中心位

置 x=2.400rnのGauss型濃度分布を重ね合わせたもの)が無限長水路を流速 u= 

0.5m/sで下流へ 9、600sの間純粋移流したときの計算結果を図 2 - 4 1に示す

(Kornatsu et al. (1989))。

図 2- 4 1には、比較のため同じ条件下で、 1次精度風上差分スキーム、 2 

次精度風上差分スキーム、 leapfrogスキーム、 Lax-Wendroffスキーム、 QUICKス

キーム、 QUICKESTスキーム、河村スキーム(大野一磯田 (1990))、 Holly-Preis

smannスキーム、 Six-pointスキーム、改良型 Six-pointスキームを用いた計算結

果も示している。図中の太い実線が厳密解である。スキームによっては大きな

ダンピングや無視できない程の位相誤差を生じているのが分かる。 SOWMACスキ

ームは用いている格子点が僅か 3点であるにもかかわらず、 Six-pointスキーム

程度の高精度を保ち、位相誤差もほとんど見られない。
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(b) U =i= const.， 11 x =i= const.の場合

流速 U、格子幅!:1xは近似的に一定であるとして SOWMACスキームは誘導・定

式化された。 しかしながら自然界の拡散シミュレーションにおいては流れの場

は場所的、時間的に変化することが多い。また、計算格子幅t1xも計算の効率

化や現象の緩急に応じて場所毎に変えられることが望ましい。

式 (2.73)を導く過程でこれらの変化の影響を考慮してスキームを構成するこ

とは可能である。 しかしながらその場合、スキームはより複雑になり、本来の

簡便で高精度なスキームの開発という目的から離れてくる。 したがって、用い

ている格子点が僅か 3点であることから、 この格子点間では U， !:1xともに近

似的に一定であるとして誘導された SOWMACスキームをここでは採用することに

する。 U， !:1xが変化する場合も急激な変化がない限りかなりの計算精度が期

待できると思われる。

流速 U、格子幅!:1xが変化する場合は式 (2.73)において次の代表流速、代表

格子幅を用いることにする。

U U i-l+2Ui+Ui+1 

4 
1
1
f
 

n《
u
n
k
u
 

• nJ白，，l
、

…
2
 

ム (2.84) 

ここで、 !:1 X (-1. ( - x (-X (-1、 t1 x (. (+1 = X (+1 - X (である。

図 2- 4 2 (a)に示すような加速域、減速域を含む流れや、図 2- 4 3 (a)の

ような流速が局所的に変化する流れ場において計算した結果を図 2 - 4 2 (b)と

図 2- 4 3 (b)に示す。また、図 2- 4 4 (a)に示すように格子幅がt1x = 200m 

から 100mへ変化し、再びt1x = 200mに戻るような格子間隔を用いた場合の計算

結果を図 2- 4 4 (b)に示す。

これらの計算例から、 SOWMACスキームは流速や格子幅が変化する場合も精度

「「
U
η
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(c) 2次元モデル計算

1 )一機流れ場におけるモデル計算

2次元移流のモデル計算として、 2.5.3 (a)と問機に 2つの Gauss型濃度分布

の重ね合わせで表される初期濃度分布が 2次元無限平面上で 一定流速 u= O. 5m 

Is， V = O. 5m/sで下流に輸送される場合を考える。 2つの平面Gauss型分布の初

期のピークの位置座標は (x，y ) = (1400，1400)， (2400，2400)でそれぞれのピー

ク値は 10.0と6.5，また標準偏差はそれぞれ 264mである。図 2- 4 5は種々の計

算スキームによる 2次元移流の計算結果を直線 y= x上での濃度分布として表

したものである。図中の β は、 y方向のクーラン数で β=V!1 t/!1yである。

図 2- 4 6は同じ計算結果を 3次元グラフィックスにより表現したものである。

これらの図よりスキーム間の精度の違いが容易 lこ識別できる。

2次元移流の計算においては、 SOWMACスキームは 1点の計算当たり x方向に

3点、 y方向に 3点の計 6点の値を用いるが、 Six-pointスキームは 1点の計算

のために 3 6点を使用する。 SOWMACスキームはその使用点数が少ないにもかか

わらず、 Six-pointスキームとほぼ同程度の精度を有している。
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なお参考のために、各種計算スキームについて図 2- 4 6の 2次 元 問題の 計

算に要 した時聞を比較したもの が表 2- 1である。この計算には、ア y プル社

製の 32 ピットパーソナルコンビュ ータ -MacintoshII(クロック周波数 16M11 z， 

公称計算スピード 2MIPS)を用いた。計算条件は前述の通り計算格子点 60x 60点、

タイムステップ数日ステップの純粋移流の計算である。

表 2- 1 各種計算スキームの所要計算時間(2次元純粋移流計算の場合)

一一一一一一一 計算所要時間(s e c ) 

1次精度風上差分スキーム 5 6 

Lax-Wendroffスキーム 189  

Leapfrogスキーム 6 5 

Six-pointスキーム 494  

改良型 Six-pointスキーム 105  1 

SOWMACi法 193  
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2 )陣l体的に回転する流れ渇におけるモデル計算

次に、 2次元平面で角速度 ω=2π /12，OOO(S-I)で剛体的に同転する流れの

場を考える。これは、各象限で x方 向もしくは y方向の流速の符号が変 化 する

流れ場である。初期条件として図 2- 4 7 (a)の ような Gauss型濃度分布を与え

る。計算領域は 4，OOOmX 4， OOOmの 2次元平面で、初期 条 件は ピークの位置 (1. 4 

OOm， 1， 400m)，標準偏差別Omで、計算条件は!J.x = !J. y = 100m， !J. t = 50sとし

た。 t= 12， OOOs( 1回転後)の濃度分布を図 2-4 7 (b)に示す。初期 条件 と同

じような濃度分布で剛体回転しているのが分かる。厳密解は初期条件 と一致す

るが、得られた計算結果も良い 一致を示しており。 SOWMACスキームは流速 の変

化する 2次元流れ場においても高い精度で移流の計算ができることが分か った。

( a ) 

L1x = 100 m 

.1y = 100 m 
LiI = 50 s 

1 = 12，000 s 

、l
J
・h
u
，，t

、

図 2- 4 7 剛体的に回転する流れ場における移流の計算
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2. 5. 4 まとめ

本節で は、精 度 や安定性に優れた 2階導関数の差分の特↑生に着 Hし、 1 I惜の

移流方程式 の代わ りに 2階の 波動方程式を解 くという新しい概念を川いて、{逆

来の問題点を解消した移流のための新しい 高精度計算スキームである SOWMACス

キー ムを開発・提案することができた。 得 られ た主な結論は以下の通りである。

( 1 ) 1階の移流方程式の代わりに 2階の波動方程式 を解くとい う新し い概念、を

用いて、移流項の数値計算が安定で精度良く行える ことが分かった。

(2) 2階の波動方程式は解として前進波と後退 波 を持 つ が、 このうち前進波の

みを解として得られるような移流計算スキ ー ムを 特 性曲線 法を 利 用 して求

めることができた。

( 3 )スキーム中に現れる重み κ， 。を計算スキームの Taylor級数解析によ って

クーラン数 αの関数として理論的に求めることができた。

(4 )計算スキームの形は、クーラン数の正負に関わりなく |α| 豆 1の範囲で

用いることができるように最終的な 1つの式にまとめた (SOWMACスキーム )。

(5) V on N eumannの安定解析により SOWMACスキームの 高 い精 度と安定性を確認

し、また種々の計算スキームとの比較においても Six-pointスキーム 程度の

高精度を有することが分かった。

(6) SOWMACスキームは用いている格子点が僅か 3点であるため、境界付 近での

取り扱いが容易である。

(7 )流速 Uや格子幅!:lxが一定でない場合の移流の計算においても SOWMACスキ

ームは十分高い精度で適用できることが分かった。

(8) 2次元・ 3次元問題への展開も少ない計算量で容易に精度良く計 算 できる

ことが分かった。

以上、数値計算の困難な移流の計算のため全く新しい 高精度計 算 スキ ームを

提案したが、 この SOWMACスキームは上述のように多くの 長所を 有す るこ とから、

-84 -



今後実用面で大いに活用されるものと思われる。なお、 このスキームは非線型

慣性項等の計算にも応用できるものと恩われる。今後の研究課題とした t¥o

2. 6 結言

本章では、移流拡散方程式の数値計算で難しいとされる移流項に焦点を当て

スプリット・オペレーター・アプローチと特性曲線法を利用して、従 来の移流

項計算スキームにおける短所を十分補った計算スキームを開発・提案すること

ができた。

従来の計算法の中で高精度を有する Holly-Preissrnannスキームは、そのスキ

ームの中で従属変数として濃度だけでなく濃度勾配を移流させるという方法を

とっていたので、多次元への拡張性に乏しかった。この問題点を解消するため

に濃度だけを従属変数として扱った Six-pointスキームを開発した。 この 手法は、

計算精度においては Holly-Preissrnannスキームとほぼ同程度の精度を保ちつつ、

2次元、 3次元問題へ容易に拡張できる計算法であった。

多次元問題においても高精度を保つために、 Six-pointスキームにおける数値

誤差を打ち消す負の拡散項を求めて導入し、改良型 Six-pointスキームとして提

案した。この計算法は 2次元、 3次元でも精度の劣化が非常に少ない 高精度の

計算法であった。

最後に、 1階の移流方程式を解く代わりに 2階の波動方程式を解くとい う全

く新しい概念、を用いて高精度の移流計算スキーム、 SOWMACスキームを導くこと

ができた。このスキームは、用いる格子点が空間 3点だけであるため、境界付

近の取り扱い方が容易で、かっ高い精度を有する計算法であった。 このスキー

ムの多次元への拡張は容易で、少ない計算時間で精度良く移流の計算を 実行で

きることが分かった。
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3. 1 緒言

第 2章においては、移流拡散方程式の高精度計算スキームについて考察した。

そして、いくつかの有力な計算法を開発することができた。この章では、前 章

の結果をもとにこれらのスキームのいくつかの応用について述べ検討を加える。

まずはじめに、拡散シミュレーションにおいて必要不可欠な拡散係数の評価

にこの高精度移流計算スキームを用いた場合について考察する。第 2章で述べ

たように移流の計算は簡単な差分などを用いると到底無視できない程の誤差を

生じることが知られており、その計算には十分な注意が必要とされている。乱

流拡散・移流分散の小さな湾などの計算では、移流の計算から生じた数値拡散

が実際の拡散に比べて大きくなるため、計算の正否も比較的容易に判別できる

が、拡散の大きな河川などでは数値拡散と乱流拡散・移流分散の区別がつかず

拡散を過大評価してしまうことになる。一方、計算結果と現況を比較して鉱散

係数を決定しようとするときは、数値拡散が存在するために逆に拡散係数を過

小評価することになる。

例えば、博多湾において水質指標の 1つである C0 Dの分布を数値シミュレ

ーションした例について見てみる。図 3- 1は、移流項に 1次精度風上差分ス

キームを用いて計算した博多湾の C0 D分布である。第 2章で開発した Six-po

i n tスキームを用いて全く同じ条件の下で C0 D分布を求めると図 3- 2のよう

になる。また SOWMACスキームによる博多湾の拡散計算からも図 3- 2とほとん
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図 3- 1 博多湾における C0 0分布の計算結果(1次精度風上差分スキ ー ム)
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図 3 - 2 博多湾における C 0 0分布の計算結果 (Six-pointスキーム)
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ど一 致した C0 D分布が得 られている。 図 3- 1は図 3- 2に比べて明らかに

拡散を過大評価していると 言 える。 このように数値拡散の大きいスキームでは、

真 の拡散以外に数値拡散が加わるた め高精度の拡散シミュレーションは101待で

きない。本章では、第 2章で開発した 高精度移流計算スキームを用いて、潮流

の影響が支配的な内湾・内海を対象として、数値拡 散を 含まない物理的な拡散

係数の値を精度良く評価し、混合現象の空間スケール・ 時 間スケ ー ル に応じた

統 一 的で総合的な拡散シミュレーションの実現を目指す。
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3. 2 瀬戸内海における物質の分散係数の推定

3. 2. 1 はじめに

瀬戸内海における物質の拡散問題については、工業排水や家庭排水による水

質の悪化、赤潮の発生等により漁業面や環境面から研究の必要性が認識され、

さまざまな検討が行なわれてきた。和田・角湯 (1974)は流速変動の述続出'1定結

果から相関係数を算出し、 Taylorの定理を用いて 10!icm2/sのorderの水平方向の

拡散係数 K x、 K yを求めている。杉本・樋口 (1972)や上嶋ら (1982)は 1次元拡

散方程式を用いて水理模型による拡散実験の結果を解析し、内海の拡散係数・

分散係数を求めている。また、瀬戸内海に潮汐残漬還流モデルを適用して鉱散

係数を評価する試みも行なわれている(玉井・早川 (1975)，玉井 (1976))。

一方、速水・宇野木 (1970)は瀬戸内海全体に渡って拡散係数を一定と仮定し

て 1次元拡散方程式の解を求め、河川水の流入により希釈された海水の塩分濃

度分布と照合することにより分散係数 K=107cm2/sを得ている。 しかしながら極

めて複雑な地形と潮流をもっ瀬戸内海でたとえ 1次元的な取り扱いにしても拡

散係数が一定ということはあり得ず、より詳細でかっ正確な場所ごとの拡散係

数・分散係数の評価・算定が望まれている。

本節では、場所ごとの代表流速・代表長さから拡散係数を評価することを試

み、 1次元拡散方程式を移流項の数値拡散の影響も考慮して Six-pointスキーム

等の高精度スキームを用いて数値計算法により解析し、塩分濃度分布の実測値

に最も良く一致する拡散係数を場所ごとに決定する。
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3. 2. 2 瀬戸内海の自然条件

( a ) 地形

周防灘から大阪湾までを 含 む瀬戸 内海は 関門、 豊予、 鳴門、 紀淡の 4つの海

峡で外海と結ばれ、東西約 450km、南北およそ 18---50km(平均は約 33km)程皮で、

地形は極めて複雑に入り組んでいる。瀬戸 内海には大小約 3、000の島が存在し、

流れや拡散の現象を一段と複雑にしている。

本節では瀬戸内海と外洋の海水交流を考えているので、 ここでは 豊後 水道や

紀伊水道を含めて取り扱うことにする。速水・ 宇野木 (1970)に倣 って図 3-3 

に示すように 20km間隔の計算格子点をもち、豊後水道と 周 防灘の 交点 (T )から

始まる東向きの 1次元座標 xを考える。そして、豊後水道の 南端か ら交点(T ) 

までを Xl座標、関門海峡から交点(T )までを X 2座標とする。鳴門海峡は断面

積が紀淡海峡の 1/13と小さく、播磨灘に流出入する潮流も明石海峡か らの方 が

圧倒的に大きいことが分かっている(和田・角湯 (1974)) ので本解析 で は無視

する。表 3- 1に図 3-3の各格子点の断面積と海面幅を速水・ 宇 野本 (1970)

図 3-3 瀬戸内海と断面座標



#単位106m3/km・year

表 3- 1 断面の諸量

断 断 j毎 淡供 M2大
面 面 面 潮流

座 積 幅 水量 最速
伊、
A(km
2
) b(km) q(普) cm/sec) 

1 22.428 108.0 24.9 35.0 
2 4.860 60.0 29.1 35.0 
3 2.928 48.0 31.3 35.0 
4 3.084 48.0 26.2 29.5 
5 1.236 13.3 85.6 41.0 
6 2.475 34.5 78.3 29.5 
7 2.162 20.3 4.7 27.0 
8 2.202 40.5 30.7 24.0 
9 1.899 46.5 36.1 20.5 
10 1.788 48.0 52.5 15.5 
11 1.239 30.0 134.2 78.5 
12 0.705 22.5 113.0 76.5 
13 0.215 6.2 36.4 67.0 
14 0.633 34.5 17.7 52.0 
15 0.810 42.0 20.3 36.5 
16 0.252 27.0 68.5 37.5 
17 0.204 12.0 69.5 62.0 
18 0.195 18.0 106.5 69.0 
19 0.639 36.0 97.1 48.5 
20 1.788 55.5 43.0 27.5 
21 1.131 49.5 86.2 19.0 
22 0.264 19.5 53.3 108.5 
23 0.244 4.0 228.1 64.0 
24 1.377 54.0 233.8 30.5 
25 0.370 5.9 42.4 20.5 
26 1.680 36.0 88.9 13.0 
27 1.884 36.0 118.3 16.5 
28 3.981 60.0 84.1 13.5 
29 27.810 96.0 45.6 L _l3二5一一一 一一一 一一一30 0.924 30.0 22.7 17.5 
31 0.011 0.6 36.2 17.5 
32 0.126 18.0 56.9 17.5 
33 0.507 37.5 88.2 21.5 
34 0.768 36.0 79.8 26.5 
35 1.215 39.0 48.2 32.0 
36 1.809 45.0 49.1 31.0 
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( b ) 潮流と恒流

瀬戸内海における潮流は周期的な往復流であるが、和田・角湯 (1974)はJ現段

庁(昭和 47 年 7 月 ~8 月)、運輸省(昭和 46 年 8 月)、な ら びに通産 省 (n?] fll 4 6 lf: 9 J J ) 

の潮流流速連続観測のデータを整理して潮流楕円要素を求めた。そして 全 ての

点で半日周潮流 (M2潮、周期 T=12.42時間)が車越し、 M 2潮の潮流楕円は大阪

湾を除くと長軸方向が極端に大きく、 したがってほぼ直線的な往復運動を行な

っていることを示した。潮流速の測定地点は図 3- 3の格子点とは必ずしも 一

致しているわけではないので、得られたデータから直線内挿して格子点上の M

z潮の長軸方向の流速を求め表 3- 1に示した。なお、表層と中間層のデータが

ある場合はその平均値を用いた。

内海の恒流については古くから東向流の存在が言われており(日高 (1937))、

速水・宇野木も塩分濃度分布との比較から東向流を支持しているが、 これを実

証する明確な事実はまだ見出されていない。また関門海峡や豊後水道における

恒流については今までのところ全く不明である。

(c) 淡水供給量

瀬戸内海における拡散現象を把えるためには、そこに供給される淡水の量を

知る必要がある。淡水は陸地部分及び海面への降水によって供給されるが

方、海面からの蒸発によって失われる。速水・宇野木 (1970)は年間の河口流量

は流域面積と年降水量に比例するとの仮定の上に計算されたものを用いている

が、平野部が山間部より一般に雨量が少ないことを考慮して O.7 5倍したものを

用いている。ただし、 O.75という数値は便宜的なものとのことであった。この

ような暖昧さを避けるため本節では新たに淡水供給量を算出し直した。瀬戸内

海に流れ込む 22 の一級河川の年間流量を流量年表 (1984~86) から読み取り、河

川別に 3年間の比流量の平均値を算出した。 2級河川以下の小河川については

-92 -



両側の一級河川の比流量の平均的な値に流域面積を白けて河川流量を計算した。

蒸発量については不明な点もあるのでここでは海面への降水量と蒸発量がほぼ

相殺し合うものとみなした。得られた結果を表 3- 1に示すが、関門海峡や豊

後水道、紀伊水道を含む瀬戸内海全体への淡水の総流入量は約 4.8X1010 ド/

yearとなる。これは速水・宇野木の 6x1010ml/yearの0.8倍 となっており、彼ら

が最終的に採用した O.1 5に近い数値となっているのは興味深い。

(d) 内海の塩素濠度分布

瀬戸内海の塩素濃度は随分以前からかなり多く実測されているが、 ここでは

速水・宇野木 (1910)の整理した結果を用いることにする。塩素量分布を示す以

下の図でハッチの部分の上端は下層 (10m以深)平均、下端は上層 (10m以浅)平均

を示す。塩素濃度は外洋から内海内部に向かうにしたがい低くなり、河川水の

流入の最も多い大阪湾からその西側の播磨灘にかけて最も低い。周防灘では関

門に向かうほど塩素濃度が低くなっている。全海域を通してハッチ部分の 厚さ

はそれ程大きくはない。このことは上下層が比較的よく混合していることを 意

味しており、断面平均量を用いた一次元の拡散モデルの適用の可能性を 示唆し

ている。
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3. 2. 3 一次元拡散の数値計算

( a )一次元拡散・分散方程式

保存性物質の濃度(単位質量の海水に含まれる物質の質量)を C(x，t)、断而積

を A(X)、拡散係数を K (x)とする。 Kには断面平均流速 u(x)による移流以外 の

混合拡散に関与する全ての要因が含まれる。内海の長さを L， 入口 x= 0を通 っ

て単位時間に流入する海水の量を Q0 ，単位長さ当り単位時間に供給される淡

水の量を q(x)，放出物質の質量を m (x)とすると一次元の連続の式と拡散万程

式は次のようになる。

U(χ)=古 {Qo+J:q(ξ)dξ} 、、】
J
I
--

n《
u
，，，‘、

m
一川+
 

ぱ一
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ここで境界条件は Cx-o= C (0)、 Cx-L= C (L) である。

速水・字野木 (1970)は定常状態、でかつ K=const.として数値積分を用いて L式

を解いたが、本節では Kは場所の関数として数値計算を行なうことにする。ス

プリット・オペレーター・アプローチを採用し、式(3. 2)左辺の移流項の計算に

は第 2章で開発した高精度の Six-pointスキームを、右辺の拡散項の計算は 2次

精度の中央差分を用いた。

(b) 単一内海の数値計算

図 3- 3に見られるように瀬戸内海は交点(T )をもっ複合内海と考えられる

が、伊予灘の東部付近(地点 9)から紀伊水道(地点 29)にかけては単 一 内海と見な

せるので、伊予灘東部以西と以東に分けて考えることにする。塩分の分布を考

える場合には、内海内部における物質源は無視できるので式(3. 2)において m ニ
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0とおけばよい。

1 )数値拡散係数の評価

式(3. 2)の数値計算においては、通常左辺の移流項の計算に伴う数値拡散に花

意を払わなければならない。 しかしながら、瀬戸内海の恒流の平均流速は小さ

いので移流の計算に伴う数値誤差は高精度の Six-pointスキームを適用する限り

はほとんど無視してさしっかえない。一方、式(3. 2)の右辺の勾配型で表わされ

ている拡散項については断面積や海面幅が急激に変化するため差分で近似する

と多くの誤差を伴い、数値拡散が無視できなくなる。速水・宇野木 (1970)が得

た恒流の流量 Q 。及び表 3- 1の qを用い、場所的に K=const.として得られた

塩素濃度の解と非定常数値計算でほぼ定常となるまで計算を行なって得られる

定常解とを一致させることにより数値拡散係数 K'を見積ることができる。移

流項の離散化に伴って起こる数値拡散の場合は数値拡散係数はクーラン数 α(=

U /). t//). x)の関数となるが、今回のような拡散項の離散化に伴う数値拡散にお

いては K' が Kに比例することが期待される。/).x=20km， /). t=3hourの場合に得

られた K' を図 3- 4に示す。

K' 
(cm2/sec) 

0.2 
.107 

01 

0.0 
0.0 05 1.0 1.5加107

K (cm2/sec) 

図 3 - 4 数値拡散係数 K・と拡散係数 Kの関係(瀬戸内海)
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K' は K に比例し、 K'=O.17Kの関係があることが分かった。従って数値計算

に使用する拡散係数とし て K-K' = O.83Kを用いれば数値拡散係数 O.1 7 Kの

働きが加わって K と等価の拡散 係 数 が作用することになる。以下の数値計算に

おいては K は一 定でなく場所ごとに 変 わる が上記の性質がそのまま保持される

と仮定して 0.83Kを用いることにする。

2 )拡散係数と恒流流量の評価

物質の拡散係数は代表流速と代表 長 さの 積に 比例す るであろう。瀬戸内海で

は M 2潮による流速成分が卓 越しているので、代 表流速と して M 2潮の巌大流:iA

Vwをとることにする。 一 方、代表 長さとしては海面幅 bとtidalexcursionの

内小さい方が支 配的と思われるが、海面幅は 1k m未満 から 100km以 上まで変 化 し

ているため、場所によっては両者の影響が拡散係数に及んでいる と思 われ る。

そこで取り合えずここでは各々別個に考えることにして、拡散係数 Kを次 の よ

うに表わす。

K=βt VM2T ー
】
J
n喝
U
-

h
ぺ
u
，，z
‘、

K=βbVMb (3.4) 

ここで、 βt， βbは比例定数、 Tは M2潮の周期である。 地 点 (9 )から 地 点 (2 9 ) 

までの単一内海に対し、塩素濃度の境界条件として C(9) = 1 8. 5 5 %0 ， C (2 9 ) = 1 9 

06%0，恒流流量は速水・字野木により与えられた Q 。から Q (9)=7. 6x 1010 mll 

/yearを求めて式 (3.1)， (3.2)の数値計算を行い、塩素濃度分 布を求め実 出IJfほと

最も良く一致するように βtの値を決定する。そして今度は βtをその 段 通値 で

固定し、最適の Q(9)を試算法で求める。この計算を順次繰り 返 して収 束さ せ 次

の結果を得た。

βt =0. 28， Q (9) = 14. 6x 1010m 3/year (3. 5) 

このときの塩素濃度分布の計算値と実測値を速水・ 宇 野木の 計算結果とともに

内
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図 3-5に示す。実視'1値と良く一致していることが分かる。
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図 3- 5 塩素濃度の実測値と計算値(式 (3.3))の比較
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図 3- 6 塩素震度の実測値と計算値(式 (3.4))の比較
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一方、式(3. 5)の Q(9)と式 (3. 4)の拡散係数を用いて、 数値解が実損11{直と最も

良く 一致するように βbを求めると

βb=O.13 、、，，
，
n
h
U
 

円
喝
U
，，z
‘、

が得られる。そのときの塩素濃度分 布 を図 3-6に示すが速水 ・宇野木の解よ

りも実測値と良く一致している。

3 )拡散係数の決定

図 3- 5と図 3- 6を比較すると図 3- 6の方 が全体的に 一致度がや や良 い

ょうである。長さスケールへの影響は 全 体的には海 面 幅 bの方が やや 優勢と忠

われるが、海面幅 bが大きいときにはやはり tidal excursionが支配的 であると

思われる。そこで以下のように場所に応じて式 (3.3)， (3.4)の拡散係数 の荷重

平均をとることにする。

K=θβbVMb+Oーθ)β tV!-lT 、‘，，
J円，t

n
‘u
 

，，t

、

ここで Oは重み関数で次のように表わす。

θ=1一(b/ b 0) 

θ=0 
( 3. 8) 

図 3 - 7 に示されているように bが大きくなるにしたがい O は減少する。

θ 

0.5 

。
仏
U

nu b
 

図 3-7 重み関数 a(式 (3.8))
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式(3. 7)の拡散係数と 式(3. 8)の重み関数を用いて再度拡散方程式 (3.1)， (3.2) 

を計算し、計算値が最も良く実視IJ値と一致するときの b 0 の最適値を求めると

bo=lOO km 、、‘，，
A
u
d
 -

h
《

U
'''t

、

であった。 このときの計算値と実測値の比較 を図 3- 8に示す。
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---''''~メ

5 7 8 10 15 20 25 
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図 3- 8 塩素遣度の実混，IJ値と計算値の(式 (3.1))の比較

図 3- 5， 図 3- 6 と較べても実測値との一致度は 一段 と改 善されており、式

( 3. 7)の荷重平均が妥当であることがわかる。

(c) 複合内海の数値計算

現実の内海は図 3-3のように豊後水道、関門海峡そして紀伊水 道に速なる

複合内海と見なされる。そこで複合内海モデルを考え、豊後水 道方面の諸量に

添字 1、関門海峡方面の諸量に添字 2を付ける。豊後水道や関門海峡におけ る
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拡散係数については 式 (3. 7)をそ の まま用いることにして、ここではこれらの海

域の↑亘流について考 察する。豊後水道から流入してくる恒流流量を Q. 、関門

海峡から流入する恒流流量を Q 2 とすると、交点(T )での流量と塩素濃!交の述

続条件から次の条件を満たさなければな らない。

Q
d
 
Q
 
+
 
χ
 

A
U
 

)

q

)
 

円ヲ

q

，

x

x

 

r
E
E
E
B
J
 

一一
司
〆
』χ
 
d
 

m
q
ω
 

x

x

 

f
i
l
z
J
 
+
 

門
ノ
』Q
 
+
 

'ムχ
 
d
 

)

Q

A
)
 

司

'
'
A

X

X

 

P

・E・-E，J+
 

'ムQ
 

(3.10) 

C (7) =C (37) =C (T) 、、
，，J.，.Ea・-i 

• n《U，，t
、

式 (3.10)， (3.11)の連続条件を満たせば 逆 に豊後 水道と 関門 海峡は各々 111-

内海と見なして計算することが可能である。 豊後水 道 lこ対する 境界条件として

実測値から

C (1) =19.1似0， C (7) =C (T) =18.日% 、、】
J
q
J臼14
 
-
n《
.u
，，t

、

また、関門海峡に対する境界条件として

C(泊)=19.1悦， C (37) =C (T) =18.日% 、、』
f
n
‘υ
 

1
'
A
 

• n‘u
 

，，，‘、

を用いて、式 (3.1)， (3.2)の数値計算を行なった。その際、 Ql の値を仮 定 し、

拡散係数 K は式(3. 7)を、また Q2は式 (3.10)から求めて 計算 を実行 し、 得られ

た計算値が豊後水道ならびに周防灘から関門海峡にかけ て の塩 素濃度分布の実

損IJ値に最も良く適合するように Qlを決定した。 このときの Ql、 Q 2 は次のよ

うである。

Q1 = 17.5x 101Om3/year 1 
Q2=-4.15x 101Om3/year J 

1

・f
anua 

-
z
aa
 

n匂
u
，，‘、

したがって、恒流は豊後水道から入って伊予灘との 交点 (T )で その 大部 分 は東

流として紀伊水道の方へ向かうが一部分が西流として関門海峡を西上 す る こと

が明らかとなった。

Qlを決定するための計算において数多くの計算を行な ったがその中 に Qz>

0となるケースももちろん含まれていた。 しかしながら得 られた結 果 は実 測値と
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全く 一 致しなかったことから、関門海峡で の西流はほぼ間違いな い ものと忠わ

れる。 式 (3.14)の Q 1， Q 2のとき の泊素濃度分布の計算 fl立を図 3- 8に/示寸が、

この海域でも関門海峡のごく近くを 除 いてかなり良い一致が得られている。な

お断面座標 x (8)については計算を行な っていないの で x (7)と x(9)の塩素濃皮

から直線内挿して求めた。

(d) 瀬戸内海の拡散係数

図 3- 8の塩素量分布の計算値に対応する拡散係数 Kが式 (3.5)--(3.9)から

計算され、図 3-9に示されている。拡散係数は場所的にかなり大きく 変 動し

ているが、中でも安芸灘や備讃瀬戸、明石海峡などの狭さく部の近く で大きな

拡散係数を示しているのは興味深い。なお今回の解析では関門海峡の拡散係数

の値が非常に小さくなったが、これは関門海峡での V...値が与えられていなく

てやむなく地点(3 2 )の V...値を外挿したために生じたもので、関門海峡につい

ては更に詳しい検討が必要である。

K 1<107 

(cm2/sec) 

5. 0 

3. 0 

1. 0 

30 35 37 

備讃調戸

播磨溜

10 15 20 

coordinate 

図 3-9 瀬戸内海の場所毎の拡散係数
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また、単一内海と見なせる地点(9 )から(2 9 )の各断面の拡散係数 Kを海 rIu~lð b 

に対してプロットしたのが図 3- 1 0である。 b ~玉 2x 106cm(20km)で

K 与 0.1b 3 (cm， s単位) 、、，，
J

p
h
d
 

-
E
E
ム

• n4
U
 

J
t

、

K 
(cm2/sec) 

108 

。。
〈
U 
oゐ

。
。

106~ 
10" 106 10

7 
b (cm) 

図 3- 1 0 瀬戸内海における拡散係数と拡散幅の関係

となり、 Richardsonの4/3乗則を満足している。但し、比例 定数が Richardsonの

O. 01の10倍程度となっている。これはここで扱っている拡散係数 Kが乱流拡散

係数でなく、移流分散の効果を全て含んだ拡散係数とな っているためであろう。

b > 2 x 106cm(=20km) では bの増加に従い逆に Kは減少する。これは 支配的な

長さのスケールが海面幅 bから tidal excursionに移行したため で、 bが大きく

なると M 2潮流速 Vwが小さくなり、従って tidal excursionが小さくなるか らで

あろう。
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3. 2. 4 まとめ

瀬 戸内 海(図 3- 3 )における 物質の拡散現象を Six-pointスキームを 51Jt ¥て

詳細に検討し、式 (3.1)， (3.2)に対してほぼ 妥当と思われる 1次元の拡散係数

値を場所ごとに評価することができた(図 3- 9 )。今後応用面に利用できる

ものと思われる。
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3. 3 内湾における潮流と物質拡散の シミュレーション

3. 3. 1 はじめに

内湾における環境汚 染 や水 質浄 化 を議論するとき、流れや物質拡散に関する

情報が必 要 となる。潮 流 や物質拡散の数 値計算を行うためには渦動粘性係数・

渦動拡散係数をできるだけ正確に評価する こ とが 重要である。和田ら (1974)は、

温排水拡散予測 手法として数値シミュレーシ ョンによる解析 を導 入 し、 その迎

合性について議論している。 しかしながら、 これ らの拡 散 能の簡単かっ正確な

評価法は、現段階においてまだ、確立されてお らず、 本来 は場所毎に変 化 する

はずの渦動粘性係数、渦動拡散係数を 一 定とおき、そ の一定値 につ いても計算

結果と 実 測値との比較検討から決定するといった、非常 に面 倒で 不正確かっ必

ず 実 浪IJ値を必要とする評価を行っているのが現状である。

渦動 粘 性係数，渦動拡散係数は、場所毎の流れの特性に依 存 しており 、 本来

各々の場所に応じて変化しなければならない。本節では、これ らの量が場所信

の代表流速と場所毎の代表長さの積に比例するという概 念を導入し て い る。潮

流が最も支配的な因子で、拡散の主な原動力になっている内 湾にお いて平而 2

次元数値シミュレーションを適用するとき、代表 流速、代表長 さ と して場所似

の最大潮流流速 V固と場所毎の水深 h を考えるのは自然、であろう。 した がって、

渦動粘性係数 νtは以下の式で表せる。

νt - βhVmh (3.16) 

ここで、 βhは普遍定数と考えられる。 しかしながら、厳密には βhは 自然 の 内

湾においては成層化や風による影響をある程度受けて値が変 化する もの と思わ

れる。

潮流パターンは、渦動粘性係数の変化に対して鈍感である と考 え られるので

βbの値の決定には物質拡散シミュレーションを採用した。 βbの値をいろいろ
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変 化させて、博 多湾、 有明海、鹿児島湾において 2次元の潮流と物質拡散の数

値シミュレーションを 行 ト、拡散物質の濃度分布の計算結果が実 iWJ値と段も戊

く合うような βhの値を決定 した。

潮流が支配的な内湾において βbの値と式 (3.16)を用いれば、流れや拡散の特

性に関する知識を必要とせずに容易 に潮流と物 質拡散のシミュレーションが行

えることになる。

3. 3. 2潮流と物質主主散のシミュレーション

2次元の潮流と物質拡散に関する基礎式は以下のよう であ る。

8U _ _ au _ _ _ 8U 8t 1 {a I 8.. . ， • _ _ 1 

E7+U3Z+V37-F=-g37+五f¥8x 1νt ax (同 )Uj

サ(νt£(同)u} )一元山2ザ 2
、、‘，，
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8t . 8 (，. . L..' Y'" 8 
一一 + 一一{(h+と)U}+一一{(h+と)V} = q 
θtθχθy  

、、E
f
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，，E
‘、

芸+U37+V73=古[:J(h+ど)εt去}+去{(h+ど)εt73}+q'-qcl
(3.20) 

ここで、 U， V =それぞれ鉛直方向に平均化した x方向と y方向の流速成分，

ど=平均水位からの潮位， h =場所毎の平均水深， f = Coriolisパラメ ー ター，

C =拡散物質の濃度， εt=水平渦動拡散係数， '{ 2 =摩擦係数， q =単位面積 .

単位時間当たりの濃度 Cの流入フラックスである。
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式 (3.17)--(3. 19)を離散化し、境 界条件として湾の入り口において潮汐波を

与えて潮流の数値計算を行った。 図 3- 1 1 ，こ示すように、最初のステップで

は式(3. 1 7 )における V田(三、IU2+V2 MAX )が未知であるから νtは一 定他と仮定す

る。次に各格子上の計算された U， Vと、仮定 され た βhの値を用 いて、式(3 . 

17)より新しい νtが計算できる。この新しい νtを用 いる と潮流の計算を再び行

うことができる。このプロセスを繰り返していくと仮定された βhの値に対して

潮流と渦動粘性係数の収束値が得られる。 しかしなが ら、計 算さ れた潮 流パタ

ーンは βbに対して鈍感である上、実測値の U， Vとの比較か ら最良の βhの他

が得られるほど実測値 U， Vに精度的な信頼はおけない。 したがって、物 質 拡

散のシミュレーションを行って最適な βbの値を求める必要がある。

Calculation of tidal cuπent ( Vl = const.) 

Calculation of tidal cuπent with the new Vt 

Final calculation of tidal current 

Simulation of contaminant diffusion 
with the assumotionεlキVt

Output of concentration data 

図 3- 1 1 潮流と物質拡散シミュレーションの計算手順
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拡散物質の濃 度 C に 関す る 移流拡散方程式(式 (3.20)) を離散化し、上述の ~l' 

算 された潮流のデータと εt- νtとい う仮定を用いて、物質拡散の計算を行う 。

高精度の移流の計算のために、 Six-pointスキーム CKomatsu et al. (1985)) が

採用された。計算された濃度 Cの分布と 実 測値を比較して最適な βhの伯が比 つ

かるまでさまぎまな βbの値に対してこれらの計 算プ ロセスを繰り返し続けてい

く。

3. 3. 3 比例定数 βbの値の決定

流速、塩分濃度、水質、流入流量等の長い年月の実測デ ー タが集積され て い

る博多湾、有明海、鹿児島湾において、上述の数値シミュレーションを適用し

た。博多湾においては、第 1近似として C0 Dを保存物質と仮定した。表 3-

2に博多湾の場合に用いた計算条件を示す。

表 3- 2 博多湾における潮流と物質鉱散シミュレ-ションの計算条件

(1)潮流計算

計算格子間隔 ムxニムy= 300 (In) 

時間格子間隔 ムt= 10.0 (sec.) 

コリオリ係数 f =0.81XI0・4(S' 1) 

海底摩擦係数
2 
= 0.0026 γ 

外海との境界条件 s = 0.57 siI1 (2πt (f) (n1) 
周 期 T = 12h2Smin. 

(2)水質拡散計算

計算格子間隔 ムx=ムy= 900 (In) 

時間格子間隔 ムt= 300.0 (sec.) 

βhの値をいろいろ試みた結果、 βbはおよそ 10.......20の値をとることが明 らか と

なった(図 3- 1 2)。
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sh = 15のときの博多湾の潮流パターン(最大上げ潮時)3 図 3一

I )の分 布4は βb= 15のときの潮流ノマターンと νI(ー ε3と図 3図 3

実測値と良く一致していること3の潮流パターンは、
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が分かった。計算された C0 Dの分布が図 3- 1 5に示さ れ て い る。 図 3- 1 

6は、有明海の塩分濃度分布の実測値と計算値の比較 を示 して お り、 この似|よ

りβh=10--20が得られた。同械にして、鹿児 島 湾(図 3 - 1 7)で は、塩 分泌 )交

より βh=30--40が求め られ た。 βhの値は湾内海水の成層化や風の 影響 で少 し

ぱ らついているが、本研究では、大ま かに βh=10--40が得られた。
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3. 3. 4 まとめ

渦動粘性係数、渦動拡散係数 に対する式 (3.16)の βhの値は、 βb= 10.-...， 40が

得られた。 βbは海水の成層化や 風の影響を受けると増加する傾向にある。 これ

らのファクターが βbの値にどのく らい影響を与 え るかは、 今後の研究テーマと

したし ¥0

βbの値を用いることによって、潮流が支配的な湾における流れや拡散 の特 牲

に関して前もって何の知識もない場合でさえ、潮流と物質拡散の 計算 を行う こ

とが可能となった。
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3. 4 結言

この章では、移流の高精度計算法として前 章 で開発した Six-pointスキームを

水域の拡散問題へ応用した。

まず、 1次元移流拡散問題として瀬戸内海を取り上げ、 Six-pointスキームを

用いた塩分濃度分布の計算解と実測値を比較し、瀬戸内海の場所毎の拡散係数

を推定することができた。この方法により、実際の水域における場所毎の代表

流速・代表長さを用いることにより、容易に 1次元の拡散シミュレーションを

行うことが可能となった。また、このシミュレーションにより瀬戸内海の恒流

流量の大きさと方向が推定できた。

次に、 2次元移流拡散問題として博多湾、有明海、鹿児島湾における潮流と

物質拡散のシミュレーションを行った。計算で用いる渦動粘性係数や渦動拡散

係数を場所毎の代表流速、代表長さの積で表し、 Six-pointスキームによる計算

解と実測値の比較からその比例定数を求めた。得られた結果を用いることによ

り従前の流れや拡散能の情報がない場合でも、収束計算によって潮流と物質拡

散のシミュレーションを行うことが可能となった。

以上のように、この章では、内湾・内海等、潮汐が拡散現象に大きく影響す

る水域における拡散係数・分散係数の評価法を開発できた。これは、前章で新

たに開発・提案した移流のための高精度計算スキームを用いることによって初

めて可能となったものであった。
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4. 1 緒言

芸高 4 ニコezュJ零ヨー

~~三車泉主旦言十手~~α〉主広弓長

平均流による物理量の輸送、即ち移流は、水理学の実際的な問題において£

要な役割を果たすことが多い。河川や湖沼における物質輸送の問題や、開水路

の非定常問題において、質量や運動量の保存式は移流項を含んでいる。それ ら

の移流項は正確に評価されなければならないにもかかわらず、その数値的取り

扱いは非常に困難である。近年、拡散方程式等の線型の移流方程式の計算にお

いては、特性曲線法に基づいたいくつかの精度の良い計算法が開発されてきた

(Holly-Preissmann(1977)， Komatsu et al. (1985))。

一方、非線型移流については、例えば、開水路非定常流について見ると、ダ

ム破壊、水門の緊急開放・閉塞等によって生じる時間的変化の急な流れは、 ~I:

線型移流項の卓越した流れであり、水面等の不連続部を形成することが多い。

不連続部を境にして上流と下流で流れの性質が異なり、全ての領域を単 一 の数

値シミュレーションで精度良く解くのは非常に困難であり、このような流れの

数値計算法はまだ十分には確立されているとは言えない。

Toda-Holly(1988)は、特性曲線法に基づいた IIolly-Preissmannスキームを非

線型方程式の解法へ拡張し、線型の場合と問機高い精度で計算が可能なことを

示したo しかし、 この方法は、各格子点で各時間ステップ毎にクーラン数に関

する 3次方程式を解く必要があり、特に純粋移流の場合にはクーラン数の値に

対する制約が厳しかった。またこのスキームの性質上、従属変数の勾配まで移
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流計算する必要があり、結果として精度を落としてしまう可能性が大きか った。

本章では、著者らの開発した Six-pointスキーム CKornatsu et al. (1985)) を

非線型の場合に拡張することによって、 Toda-Hollyスキーム以上の 高精度を有

しかっ計算が大幅に簡単化された新しい 計算法を提案する。そして、上述の非

線型移流項の卓越した不連続部を形成する流れの数値計算に適用してその 有効

性を検証する。

4. 2 1次元 Burger's方程式に対する高精度数値計算スキームの開発

4.2.1 Six-pointスキームの非線型移流計算への拡張

まず、最も簡単な非線型方程式の 1つである 1次元の Burger's方程式の 計算

について検討する。

8u θU 82u 
一一 +u一一一 =νてー-;- (4.1) 8 t . --8x 8x G 

ここで、 U (x， t)は流速、 νは拡散係数である。 この方程式は、 Navier-Stokes

方程式の非線型性と同様の性質を持ち、乱流・衝撃波の問題の原型方程式と見

なされて差分法の精度の検証等に利用されて来た。式(4. 1)の特性曲線 表示は

互主 =u(χ， t ) 上でd t --，--， 
du 82u 
dt ー ν3χ2 (4. 2) 

である。 ここでは、移流と拡散を各時間ステップ毎に各々別個に取り扱うスプ

リット・オペレーター・アプローチを採用することによって、各々の計算に対

して最良の計算スキームを選ぶことを可能にした。 したがって、数値計算が難

しいとされている以下のような非線型移流についてだけ独立にその計算法を 工

夫することができる。

互主 =U (X， t) 上で
dt 

(4. 3) 
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tn+1 
η (XI， tn+ 1 ) 

/ 
/ / x 

“、.tn 
XI・1 XI XI+1 

図 4-1 1次元計算格子

式(4. 3)は特性曲線上で流速 u 一定を意味している。図 4- 1における破線

は、点 η(x 1， t D+1)に到達する特性曲線を表しており、 この曲線の t= t nに

おける位置をどとすれば次式が得られる。

U~+1 = Uり= u~ (4. 4) 

ここで、添字 nは時間 tDを表し、 iは計算格子点 X Iを表す。 uヮ， U t は各

々、特性曲線の η、 ξ における流速である。

Six-pointスキームは、この格子上にない流速 uを格子上の既知の他で内挿す

る方法である CKomatsuet al. (1985))。

u~ = ao + a1α+ a2α2 + a 3α3 、、‘，
f

r
h
d
 

anuz 

，，，‘、

ここで、 αはクーラン数、 a 0........ a 3は計算格子上の既知の流速の値から求まる

係数である。

しかし、 ここで、クーラン数 αは、残念ながら未知数であり、移流の計算を

Six-pointスキームを用いて計算するためには従属変数である流速 uと直段関係

するこのクーラン数をまず評価しなければならない。

Toda-Holly (1988)は、 Holly-Preissmannスキームに基づいた 3次方程式を解い

て αの値を求めているが、本節では、第 1近似として式 (4.1)の左辺を保存型表
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示 したのち、 後方差分を用いてクーラン数を決定した。こ うして得られたクー

ラ ン数を Six-pointスキームに代入して再度流速 uを計算し、 IILj者のおjill ~F. j~ Jを

最 終的な uの値とした。 す なわ ち、

u?1=κu?吋+(1一κ)Uc

つ二 n ムt( (tC ) 2 ( tC-l) 2 ¥ 
uγ = Uγ 一 一一一一 |一一一一一一一 一一一一一|

ムχ¥ 2 2 } 

Uc = aO + alα+ a2α2 + a 3α3 
(4. 6) 

α 
4ι

一
ム
一γ
A

M

I

一ム
u
一

多くの数値実験の結果、 l次元Burger・s方程式に対し て は荷重 κ=O. 72 が肢も

良い結果を与えた。

4. 2. 2 衝撃波のモデル計算例

前節で導いた非線型方程式の計算法を用いて、いくつかの厳 密解が分か つて

いる非線型のモデル計算を行い、その適用性について検討した。そのう ちの

例についてここでは紹介する。

拡散なしに下流へ伝わる理想化された衝撃波 (Lax(19S4)) を考 え る。これは

急、峻なフロントをもっ波の伝播の 一例である。初期条件

n
u
n
u
 

<
注
一

n

u

n

u

 

x

x

 

一
一
χ

χ

 

1

0

 

r
i
』

l
a
E
J
、・・1
a
'
i
、

一一nU
 
χ
 
u
 

( 4. 7) 

の時、解析解は次のように求まっている。

r 1 ( (χ -x 0)/ t豆1/2)
U(χ， t) = ~ 

L 0 (( x -x 0) / t > 1/2) 
(4. 8) 

式 (4.8)は、解析解が波速 1/2で下流へ伝播する不連続波で あることを示 してい

る。計算条件は、以下のようである。
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Case a-l: sx=O.Ol， 

Case a-2: ムχ=0.01，

ムt=0.01， t =0. 2， 0.4， 0.6 

ムt=0.αE， t =0. 2， O. 4， 0.6 

共通のパラメーターとして xo-2fix、 境界条件 u(O，t)= 1.0を丹]t、た。図 4

- 2はCase a-1の計算結果であり、図 4- 3はCasea-2の計算結果である。図

4 - 2には比較のために Lax-Wendroffスキ ー ム の計算結果も描かれている。

Lax-Wendroffスキームでは、位相誤差はあまりない 代わりに振幅誤差が見られ

る。 一 方、 Toda-Hollyスキームや式(4. 6)による計算結 果は振幅誤差 lこ対しては

非常に良い精度を示している。ただ、 Toda-Hollyスキームは 式 (4. 6)のスキーム

に比べてより大きい位相誤 差 がある。また、図 4- 3で は、 Lax-Wendroffスキ

ームは大きい位相誤差を生じ、 一 方、その他のスキームは Casea-1と同械の精

度の良い結果を与えている。

t4 
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図 4- 2 急峻なフロントをもっ波の伝播 (Case a-l) 
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4. 3 非線型移流項の車越した流れの計算への適用

洪水流に代表されるような時間的変化の緩や かな、不連続部のない流れにお

いては、既にいくつかの数値計算法が利用され てい る。一方、 不連続部を含む、

時間的変化の激しい流れにおいては非線型移流項 が卓越し、 通常の数値計算法

では実用に適さない場合も起こりうる。本研究では、前節 で得ら れた計算手法

を非線型移流項の卓越した流れのような厳しい条件の下で適用し、 段波等の モ

デル計算を行なってその精度を検証した。

4. 3. 1 非定常 1次元関水路流れの数値計算法

St. Venantの仮定に基づく 1次元開水路の非定常流れの支配方程式は次式で

表わされる。ただし、水路は一様断面で摩擦のない水平な開水路であるとする。

nu 一一
q
一
χ

内
ぴ
三
U+
 

h
一-t

内

U
三
U

( 4. 9) 

nu 
h
 

g
一
2

3
一白+
 

ポ一
h

3
一白+
 

nuA
一4ι

内

U
三
U

(4.10) 

ここで、 qは単位幅当りの流量、 hは水深、 gは重力加速度を示している。方

程式 (4.10)を特性曲線表示すると、

で上q一h
9・
U一一

χ
一
t

d
一
d

72+(gト自立 =0 、‘】/

e
p
SA
 
--
• an官，，t
、

であり、特性曲線上で上式を積分すると次式が得られる。
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J
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'
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anu忌
，，，‘、、

ここで、 どと ηは、 4. 2と同様に特性曲線の出発点と到着点を表わす。 どに

おける水深 ht と単位幅流量 qt を 1次精度風上差分スキームと Six-pointスキ
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ームの荷 重平均として求めて 式 (4.9)と(4.12)を差分化すると次式が得られる。

、、I
J

円
、

u
1
i
 
-
anuz 
--、

( rl n+l・ー_rl n+l ，... n __ ，... n i 

+↑θ4 ム→+ (1 ーθ)~ ぷ川 =0

…ω (附(q7+1)2 1 げ-h7~:
9 hi一 「

(h 7+1) 2 J ムχq7+1- q c + 

(4.14) 

κhc + (1ーκ)hc

...... .... ，-
<..... <..... tt.. 

κqc +O-IC)qc 

h t= 

工百二 ムt=五五(q7ー1-q7 ) + h7 

qc = 

hg= 

ムtr (q 7 ) 2 ( q 7-1) 2 1 s t I 9 (J ' n ¥?  J ' n ¥?  1 1 
一一一{ ー ト一一一1:{(h7)2ー (h 7-1) 2} 1+ q 7 
ムxl h 7 h 7-1 J sx L 2 ". -" ， . -，-" 'J q7+1一一qc = 

ー-3

a3α + 
一一 2

a2α + ao + h f= 

3 
b3α 

a1α 

+ 

= 2 ~ムt ~ q cムt
一 一一 =2一一一-
h以耳ムχ

一一 2

b2α b1α+ 

dχ ムt

dtムχ

bo + qc = 

α 

b 0........ b 3は式中の a0........ a 3は水位 h j (j=i-3. i-2，.... i+2)より求まる係数で、

。は 時間また、単位幅流量 Q j (j=i-3. i-2..... i+2)により求まる係数である。

方向の重み係数である。

式 (4.14)は非線型であるため h n + 1と Q n + 1についてこのままでは解けない。

したがって線形化するため次の式を仮定し、

、、，J
r

、U
4
E
A
 

• 8
q
 

，，t

、

h7 +ムhi

q7 +ムqi

h?+1= 

q7+1一一
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次ムqの 2乗以上の高次の項を 省略すれば、ムh，(4.14)に代入し、式 (4.13)，

の線形系が得られる。

(4.16) 
Aiムhi-1+Biムqi-1+Diムhi+Eiムqi=Fi

A'iムhi-1+ B'iムqi-1+ D'iムhi+E'iムqi=F'i

F i =!l.7-1-q 7 .一. ムχEi=£， D2=e--L . . 2ムt. Bi=-去，

ここで

AE=-L . . 2ムt. 

r ，，，.. 1""1 . 1""1 ， ， (q7 )2，.1""1 ~.n ， ì 
D'i=一一i9 (2 h 7 -h 7-1) + ; ~ ~ ~ 3 (h 7 -2 h 7-1) r l ;::t ¥LJ' ~ 1 • ~ 1-1/ . ( h 7 ) 3 ¥. ~ 1 ........ 1-1/ J B'i=O， A'i=~~~q7 )2-l 

ムχ1(h 7 ) 2 - 9 n 'j' J' 

。? 目白 θl
E'i =-2~n~ ( h 7 -h rjl_l)一一一+一一一

• LJ (h7 )2 ，.. I '.'-'ムx ムt

'n 
nud 
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+
 

恥
一
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h
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g
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円
以F

 

を利用して/j， h !とal. (1980)) 

q !について解けば h n+lと q n + 1が求まる。

et Method等(Cunge Sweep 上式を Double

A 
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4. 3. 2 段波の モデ ル計 算例

解析解の 分 か って い る 2つの場合について数値実験を行な った。

( a ) 上流へ進行する段波の形成される場合

摩擦のない水 平 な開水路を水深 2m、単位 幅流量 2m2/sの水が流れている時、 t 

= 0で下流端のスルースゲートが一瞬のうちに閉じ られる と、 段波が 一定 の波泌

で上流へ伝播する。その様子を示しているのが図 4- 4である。計算条件は A

x =0.02m、!1 t =0.004sであり、タイムステ ップ n= 50、 100の時の計算結果

が示されている。 Toda-Hollyスキームと比較して 見 ると、 スムージングはやや

増加しているが、不連続部で振動が抑え られている。 最適な重み係数の値は κ

= 0.3、。 =0.81であった。

(b) 下流ヘ進行する段波の形成される場合

摩擦のない水平な開水路で水深 1m、単位幅流量 Om2/sの水 が貯 って い る所へ、

上流端より突然、流量 2m2/sの水が解放される場合を考える。この とき生じる段

波は静水の上を 一定の波速で下流へ向かつて伝播する。図 4-5は このときの

様子を示しており、計算条件は!1x =0.02m 、!1 t =0.005sを使用し、タイ ムス

テップ n= 40、80の結果が描かれている。 Toda-Hollyスキ ー ムとほ とん ど同じ

計算結果であるが、若干スムージングは増加しているよう であ る。厳適な重み

係数は、 κ=0.72、 8=0.63であった。
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図 4-4 上流へ進行する段波の計算
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図 4- 5 下流ヘ進行する段波の計算
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4. 4 結言

非線型移流項の高精度数値計算法の開発を目標、として行な った本館jの研究の

主な結論は次の通りである。

( 1 )線形の移流方程式の解法として開発された Six-pointスキームを非線型移

流項へ拡張し、良好な結果を得た。

( 2 ) 1次元Burger・s方程式に対して風上差分と Six-pointスキ ームを組み合わ

せた計算法を開発し、重み κ=O. 72を得た。モデル計算では 非常に精皮良

くシミュレートすることができた。

( 3 ) 1次元開水路非定常流の数値解析に(2 )の手法を拡張して適用し、段波 等の

不連続部が形成される時間的変化の急な流れを解析した。その結果、精度

の良い計算結果が得られたが、そのときの最適な重み κ及び Oの値は必 ず

しも普遍的な定数ではないようであり、今後の研究の課題となった。

(4) Toda-Hollyスキームの欠点であったクーラン数に関する 3次方程式を解

く必要はなくなった。また従属変数の勾配も移流計算することなく高精度

に非線型移流項をシミュレートすることが可能となった。

( 5 )不連続部を境にして流れの性質が異なる場合でも計算領域を分割せずに計

算することが可能となった。
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三百 5 

来吉

ニ~ュ
J等主

言命

本論文では、大気中や地中、水域などにおける汚染物質の拡散数値シミュレ

ーションを行うための有効な手法について述べた。高い精度で物質拡散をシミ

ュレートするためには

( 1 )移流拡散方程式の高精度数値計算法の開発

( 2 )現象を支配する拡散係数の正確な推定

の 2点が不可欠であった。

第 2章では、通常の差分では無視できない誤差が生じる移流項の特性につい

て述べ、目的(1 )のため従来の計算法に代わるべき Six-pointスキーム、改良型

Six-pointスキーム、 SOWMACスキームの 3種類のスキームを提案した。

Six-pointスキームは、 Holly-Preissmannスキームの短所である多次元への拡

張の難しさをなくした有用な計算法であった。改良型 Six-pointスキームにおい

ては、 Six-pointスキームの打ち切り誤差をできるだけ小さくするような修正項

を導入し、 2次元、 3次元問題でも精度の劣化が起きないように工夫を行った。

SOWMACスキームは、 1階の移流方程式を解く代わりに 2階の波動方程式を解く

という全く新しい概念に基づいた計算法で、特性曲線法やスフリット・オペレ

ーター・アプローチなどの考え方も組み込まれた。使用する格子点も僅か 3点

とコンパクトで計算精度も高い非常に有用な方法であることを示した。

第 3章では、移流項の高精度計算法として開発された Six-pointスキームを実

際の水域での拡散問題に適用することにより、潮流の卓越した内湾・内海にお

いても拡散係数を正確に推定することが可能となることを示した。 1次元拡散
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問題においては、瀬 戸 内海を対象に場所毎の 拡 散 係 数 の定量的評価を行った。

2次元拡散問題では、博多湾・有明海・鹿児 島湾 を対 象として拡散シミュレー

ションを行った。 Reynoldsの相似に基づいて渦動拡散係数 と渦動粘性係数を等

しいとおき、潮流と物質拡散の両方の収束計算より場所 毎 の拡 散 係数を評価す

ることによって、従前の流れや拡散能の情報なしに内 湾 ・内海での潮流と拡散

のシミュレーションができることを示した。

第 4章では、前章で開発した移流の高精度計算法を非線型の 計算に拡張した。

Six-pointスキームと 1次精度風上差分を組み合わせることにより、衝 撃波や非

線型移流項の卓越した段波などの計算を精度良く行えることを示した。

以上のように、本論文では移流の高精度計算法の開発・提案と、それによ っ

て可能となった水域における拡散係数の正確な評価法について 示 した。 これま

で困難とされてきた物質拡散シミュレーションに対して、移流の高精度計算法

と拡散係数の正確な評価法を組み合わせることで、合理的でルーチン化された

計 算手法が適用できることが分かった。

なお、今後の問題点として、

(a) SOWMACスキームの非線型問題への拡張

(b) SOWMACスキームのデカルト座標以外への拡張性の検討

(c) 混合現象が、潮流以外の要因による場合の拡散能の評価法の確立

(d) 拡散数値シミュレーションの移流項の計算法として従来より用い

られている種々のスキームの守備範囲の確認

の 4点が挙げられる。今後の研究課題としたい。
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