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1

第 1章

序論

本章では，まず本研究の背景や音響振動場の数値解析手法，先行研究についてまとめる。それらを踏ま
えて本研究の目的とそれを実現するために取り組むべき課題について述べる。

1.1 背景
楽器の音響振動場解析の意義

楽器の音響振動場解析，すなわち楽器の振動や音響放射といった物理的なふるまいを理論的に把握し，
その音色を予測することは，設計の効率化に有用な技術である。試作，実験に基づく古典的な方法では，
実物の楽器を作らなければその音色を聴いたり調べることはできない。そのため，実際の楽器の物性値を
パラメトリックに変化させながらそれによる音響特性の違いや変化を調べるといったことは困難であるこ
とが多い。例えば，現在の弦楽器の弦や膜鳴楽器の膜の張力については簡単に調整できるようになってい
るが，その曲げ剛性やそれらが張られている板や胴の物性値や形状を変化させることは容易ではない。一
方，楽器のふるまいを表す数理モデルを構築することができれば，数値計算によって様々なパラメータを
変化させながらその音響特性の違いや変化を簡単に予測することができる。将来的には実測に基づく方法
よりも設計，開発にかかる時間やコストを大きく削減することも可能になると考える。
また，楽器の数理モデルは実際の楽器設計だけでなく，シンセサイザーなど音響合成にも応用されてい
る。音響合成の方式は様々な方式があるが，信号処理に基づく方式と広義の物理モデルと呼ばれる方式
に大別できる [1]。まず，信号処理に基づく方式は楽器によって作り出される音響信号の知覚的，数学的
特徴に着目した合成方式であり，さらに細かく分類すると加算合成，減算合成，ウェーブテーブル合成，
AM・FM合成などがある (図 1.1)。演奏者の好みにもよるが，この方式によって合成された音色は人工
的に聞こえるものが多く，自然な楽器の音色とは言い難い。また，方式によって制御するパラメータが多
すぎたり，パラメータは少ないが細かい制御が困難であるといった欠点があり，実際の楽器を演奏すると
きのように直観的に音色を制御することは難しい。
一方，物理モデルによる方式は，楽器の物理的なふるまいを表す微分方程式を近似的に解いて音色を合
成する。信号処理に基づく方式では困難であった，楽器の材質や形状，加振位置など，物理的なパラメー
タを変化させたときの音色をリアルに再現できるという利点がある。文献 [1]によれば，物理モデルはさ
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加算合成
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直接数値シミュレーション
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信号処理 物理モデル

図 1.1: 文献 [1]による音響合成方式の分類

らにバネマス系，モード合成，ディジタルウェーブガイド，直接数値シミュレーションに分類される。物
理モデルは信号処理に比べて演算量が膨大であるという欠点があり，これまで実用的ではなかった。しか
し，近年計算機の性能が大きく向上し，物理モデル音源もシンセサイザーに搭載されてきており，今後，
信号処理に基づく方式に替わり主流となることも期待される。
物理モデルに用いられる手法の中には，音響合成というよりも，もともとは本節の冒頭で述べたように
楽器の音響振動特性を理解，把握することを目的として発展してきた手法もある [1]。つまりこれらの手
法を発展させるということは，実際の楽器設計を目的とした音響学的研究，そしてシンセサイザーをはじ
めとする電子楽器に用いられる音響合成という二つのシーンにおいて意義があると言える。

音響振動場の解析手法

物理モデルに用いられる手法は文献 [1]では図 1.1のように整理されているが，ここでは楽器に限らず，
様々な音響振動問題の解析，予測に用いられる手法という観点で改めて整理しておくことにする。音響振
動場の解析手法は大きく二つに分類することができる。まず，固有関数展開に代表される理論解析解であ
る。これは問題としている場の支配方程式たる微分方程式の数学的に厳密な解であり，解析領域内の任意
の点，任意の時間における解が陽な関数によって表される。そのため計算負荷が小さく，かつ厳密な解を
得ることができる。しかし，複雑な形状や境界条件，支配方程式によっては解を求めることができないと
いう欠点がある。
一方，近年，計算機の高性能化に伴い，主に建築音響の分野で大きく発展してきた手法が，差分法，有
限要素法，境界要素法などの数値解析手法である。数値解析手法は空間を離散化し，問題を最終的に連立
一次方程式に帰着させることで複雑な形状や境界条件，支配方程式であっても数値解を得られるというメ
リットがあり，楽器のような複雑な音響振動場の解析にも用いられてきている。
まず，差分法 (Finite Difference Method: FDM)は微分を差分で近似する手法である。特に時間領域
の解法を時間領域有限差分法 (Finite Difference Time Domain method: FDTD 法) と呼ぶ。この手法
は空間をデカルト座標系格子で離散化することが一般的であるため形状の近似は粗くなるが，実装は比較
的容易である。それゆえ現在，楽器の直接数値シミュレーションの主流であり，ピアノ，ギター，バイオ
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リン，金管楽器，そしてパーカッションといった多くの楽器の数値計算に応用されている [1, 2]。単純な
演算のみで実行でき，また並列計算にも適していることから，GPUや FPGAなどハードウェアによる
高速化，リアルタイム化も試みられている [2–4]。
次に有限要素法 (Finite Element Method: FEM)は領域内を要素に分割し，その要素内では内挿関数
と呼ばれる既知の単純な関数を用いて解を近似する手法である。要素内においてのみ値をもつ局所的な内
挿関数によって，複雑な形状の解析も可能としている。FDMにも言えることであるが，領域型の解法で
あるため，楽器からの放射音場のような開領域を対象とする場合には有限な領域で打ち切る必要があり，
単純な方法では厳密に解析できない。
楽器の数値計算に用いられた例はあまり見られないが，音響振動場のもう一つの主要な数値解析手法と
して境界要素法 (Boundary Element Method: BEM)がある。BEMは FDTD法や FEMと異なり，境
界のみを離散化するという点が大きな特徴である。領域内を離散化する必要がないため，自由度を大きく
削減することができ，また開領域音場解析を得意とする手法である。
楽器に限らず音響振動問題において積極的には利用されていないが，スペクトル法 (Spectral method)

という高精度な数値解析手法がある。FDM，FEM，および BEMについては日本語の専門書が多く存在
するが，このスペクトル法については日本語の専門書が少ない，また本論文の柱となる解析手法であるた
め，ここで詳しく説明しておくことにする。

スペクトル法の概説

スペクトル法は FDMや FEMと同じ領域型の数値解析手法であるが，その大きな特徴は解を近似する
内挿関数にある。FDM，FEM，そしてスペクトル法は微分方程式の解 u(x)を次のように内挿関数 ϕn(x)

の線形和で近似する。

u(x) ≈ ũ(x) =

N∑
n=0

unϕn(x) (1.1)

FDMと FEMの場合，内挿関数 ϕn(x)は n番目の節点の近傍においてのみ非零の値をもつ局所的な内挿
関数である。それに対してスペクトル法は領域全体に広がる大域的な内挿関数を用いる。この大域的な内
挿関数によって高精度の数値解を求めることができる。
スペクトル法の基本的な考え方は関数の内挿と級数展開に基づいており，その考え方自体は古くから
あった [5, 6]。後述するようにスペクトル法にはいくつかの種類があるが，古典的なスペクトル法は解を
Legendre多項式や Chebyshev多項式などの直交多項式の級数展開の形で近似し，その展開係数を未知数
とする連立一次方程式を解くというものである。微分方程式の近似解法である重みつき残差法のうち，重
み関数として内挿関数と同じものを選択する手法を Galerkin 法と呼ぶが，この Galerkin 法に則って連
立一次方程式を立てることから，この種類のスペクトル法は Legendre Galerkin methodや Chebyshev

Galerkin methodと呼ばれる。展開係数を連立一次方程式から数値的に求めるという違いはあるものの，
基本的な考え方は理論解析解に近い手法であると言える。それゆえ，問題に対して適切な直交多項式を選
択できれば，少ない展開次数でも精度よく解を近似できる。しかし，解があらかじめ境界条件を満たすよ
うに内挿関数を構成する必要があり，境界条件や支配方程式によってはそれが難しく，実用的，汎用的で
はなかった。
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スペクトル法が実用的な解析手法へと発展してきたのは 1970年代である [5]。スペクトル法のうちより
実用的なスペクトル選点法 (Spectral Collocation Method [5]，もしくは Fourier Collocation Method,

Chebyshev Collocation Method [6]など)が様々な問題に応用された。この手法は，重みつき残差法にお
いて物理空間のある一点においてのみ値をもつ Delta関数を重み関数として選択する手法である。前述の
Legendre Galerkin methodや Chebyshev Galerkin methodは展開係数 (波数空間)を未知数としたが，
このスペクトル選点法では節点値 (物理空間)を未知数とする連立方程式を立てる。それにより，それま
で取り扱いが困難であった境界条件や空間依存する係数をもつ微分方程式，非線形問題など，適用可能な
範囲が大きく広がった。
Galerkin 法の定式化の中であらわれる積分はもともと解析的に扱われていたが，1980 年代になると
数値積分が用いられるようになり，その汎用性が飛躍的に向上した [6]。数値積分を用いる Galerkin

法は Spectral Nodal Galerkin Method [7]，もしくは Legendre Galerkin with Numerical Integration

Method [6]などと呼ばれている。この手法は物理空間上の節点値を未知数とする点はスペクトル選点法
と同じだが，Neumann境界条件を自然な形で取り入れることができ，後に領域分割を取り入れるスペク
トル要素法 (Spectral Element Method) [8]の土台となる手法である。
本論文でも示していくが，スペクトル法は少ない未知数でも高精度の数値解を求めることができる。そ
の最大の要因は，解を近似するグローバルな内挿関数である。FEMの場合，最終的に得られる解の次数
は用いる要素の次数によって決まる。例えば，もし三次要素を用いるならば，最終的に得られる解も三次
多項式の線形和であり，要素数をどれだけ多くしても最大次数が三次であるということは変わらない。そ
れに対してスペクトル法は節点数を増やしただけ解の次数が大きくなる。理論解析解を表す三角関数や
ベッセル関数などの固有関数の多くは冪級数展開，つまり高次の (厳密には無限次の)多項式によって表
される。そのため，スペクトル法の節点数を増やしていくと，最終的には理論解析解とほぼ同等な次数の
解が得られる。
スペクトル法の欠点は形状が単純な解析対象にしか適用できないということである。このことが音響振
動問題に用いられていない理由として考えられる。音響振動問題において数値解析手法が主に発展してき
た分野は建築音響であるが，建築音響で対象となりやすいコンサートホールは壁面や客席など，形状が複
雑である。そのため，形状に対して汎用性が高い FEMや BEMのほうが適していると考えられる。しか
し，楽器についても必ずしもそのことが当てはまるわけではない。むしろなめらかな曲面が多く，スペク
トル法はコンサートホールよりも楽器の解析に適した手法であると言える。
これらのことを踏まえて，解析手法におけるスペクトル法の位置づけについて考えておく。計算精度，
計算負荷，扱える支配方程式と境界条件，解析領域の形状という観点から，理論解析解，スペクトル法，
その他の数値解析手法を代表して FEMを比較した表を表 1.1に示す。表中のModalは展開係数を未知
数とする Legendre Galerkin Method や Chebyshev Galerkin Method を，Nodal は節点値を未知数と
する Spectral Collocation Methodや Spectral Nodal Galerkin Methodを指している。
まず，理論解析解は数学的に厳密，かつ陽な形で解が表されるが，適用できる問題がかなり限定的であ
る。それに対して FEMは汎用的，実用的な解析手法であるが，特に高い周波数や大規模なモデルを解析
する際には計算負荷が大きくなってしまい，逆に計算負荷を抑えるために自由度を下げると十分な精度の
解が得られなくなってしまう。この二つの手法はほぼ正反対の性格をもつ解析手法であると言える。スペ
クトル法は FEMよりも少ない計算負荷で理論解析解に匹敵するほど高精度な数値解を得られ，また理論
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表 1.1: 理論解析解，スペクトル法，FEM の比較 (◎:非常に有効，◯:有効，△:有効ではない，×:適用
不可)

理論解析解 スペクトル法 FEM

Modal Nodal

計算精度 ◎ ◯ ◯ △
計算負荷 ◎ ◯ ◯ △
複雑な支配方程式 × △ ◎ ◎
複雑な境界条件 × △ ◯ ◎
複雑な形状 × × △ ◎

解析解では解けない支配方程式や境界条件でも数値解を求めることができる。以上より，スペクトル法は
理論解析解と FEMなどの汎用的な数値解析手法の間に位置づけられると考えられる。

1.2 本研究の目的
本論文では解析対象としてドラムやティンパニのような膜をたたいて音を鳴らす膜鳴楽器と呼ばれる種
類の楽器をとりあげる。膜鳴楽器は他の楽器に比べて比較的単純な形状をしており，モデルとしては扱い
やすい。その一方で，膜鳴楽器という音響振動場において支配的な役割を果たしている構造体が膜として
モデル化されるヘッドであるが，膜は弦や板，シェルなどに比べて音場との相互作用が強く，その固有周
波数が大きく変化する。それゆえ音響振動連成問題としても興味深い解析対象であると言える。
膜鳴楽器の音響学的研究は Rossingらによってされてきた [9–12]。これらの研究は高度な手法を使わ
ない単純化したモデルに基づくものでありながら，膜鳴楽器の特徴的な性質について理論的に説明してお
り，マクロなふるまいを数理的に表すには十分であると言える。Christianらによるグリーン関数法を用
いたティンパニの数値計算 [10]では，典型的なティンパニのケトル形状を円筒形でモデル化し，かつ外
部音場を無限バフル中のヘッドからの放射音場で近似しているにもかかわらず，実測結果とよく一致した
計算結果が得られている。そして，その計算によりヘッドの固有周波数が周囲の空気の影響によって整数
比に近くなるというティンパニの特徴を説明している。しかしながら，Christianらも実測結果との誤差
をより小さくするため，またより詳細な音響特性について議論するためには，円筒形だけでなく実際のケ
トル形状を考慮した計算が必要であることを述べている。
ケトルの形状を考慮したより厳密なティンパニの数値計算は Rhaoutiらにより行われた [13]。手法と
しては時間領域 FEMを用いており，マレットとヘッドの連成についても考慮している。数値計算により
得られた時間応答と周波数応答ともに実測結果とよく一致することが示されている。
スペクトル法を膜鳴楽器の解析に応用した数少ない研究例として，Sathejと Adhikariによるものがあ
る [14]。この研究ではインドの伝統楽器タブラを対象としており，そのヘッドの固有値解析にスペクトル
法が用いられた。理想的な円形膜の固有周波数は整数倍とならないが，タブラのヘッドは密度が不均一で
あり，低次の固有周波数が整数倍に近くなる。このことをスペクトル法による数値計算で確認した。
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内部音場

外部音場

ヘッド
( 膜振動場 )

シェル
(シェル振動場)

図 1.2: 膜鳴楽器の構成要素と振動・音響工学的モデル

これまであげた研究は膜鳴楽器の音響学的側面についての研究という色が強かったが，計算機の性能が
飛躍的に向上した 2010年以降，音響合成を目的とした膜鳴楽器の数値計算が Bilbaoらにより精力的に
行われている。実装が簡易であること，並列計算に適していることなどから手法としては FDTD法を用
いており，ヘッドと響き線の連成を考慮したスネアドラムの数値計算 [15]，GPGPUによるティンパニの
数値計算の高速化 [3,4]，膜の非線形性を考慮した数値計算 [16,17]など，数々の難しい問題に取り組んで
いる。
これらの膜鳴楽器の数値計算に関する先行研究はいずれも定式化と実装が容易な三次元の汎用的な手法
を用いているため，問題の自由度が大きく効率的であるとは言えない。数値解析の厳密さという点では，
楽器の外部音場に近似的な境界条件を設定しており，自由音場の放射条件を厳密にみたすものではない。
また，これほど膜鳴楽器の数値計算に関する研究はされていても，数値計算を用いて膜鳴楽器の設計を試
みたという研究は見られない。
これらの課題を踏まえて，本研究では数値計算による膜鳴楽器の設計や音響合成をより実用的にするべ
く，厳密，高精度かつ効率的な解析手法の提案，また提案手法による膜鳴楽器の設計を目的とする。な
お，本論文における「設計」とは，楽器の特性を定量的に評価する評価関数 (目的関数)を所望の値に近付
けるパラメータ (形状や材質の物性値など)の数値計算による探索を指す。

1.3 本論文の構成
本論文で考える膜鳴楽器のモデルを図 1.2に示す。モデルやモデル化という用語は分野によって様々な
意味で用いられるが，振動工学や楽器音響学などの分野においては，物理現象やシステムの性質を数理的
に表すことを意味する。本論文でもそれに倣い，膜鳴楽器の構成要素のふるまいを数理的に表すことをモ
デル化と呼ぶ。膜鳴楽器はスティックやマレットを使ってたたくヘッドとそれが張られているシェル (ケ
トル)を主な構造体として構成される。振動工学的なモデルとしてはヘッドは膜振動場，もしくは薄板振
動場として，シェルはシェル振動場としてモデル化できる。それらの構造体の振動が空気の粒子に伝わ
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フーリエ級数展開

第 3章

第 4章

内部音場 外部音場シェル
(シェル振動場 )

ヘッド
( 膜振動場 )

法線方向微分型BEM理論解析解

スペクトル法

フーリエ級数展開
第 5章

スペクトル法

フーリエ級数展開
第 6章

スペクトル法

フーリエ級数展開
第 7章

スペクトル法

フーリエ級数展開
第 8章

スペクトル法

フーリエ級数展開

スペクトル法

フーリエ級数展開

スペクトル法

フーリエ級数展開

スペクトル法

膜鳴楽器の構成要素
とその物理モデル

図 1.3: 各章で提案する解析手法

り，膜鳴楽器の内部と外部に音波が放射されることで音場を生じる。本論文では楽器の内部に生じる音場
を内部音場，外部に生じる音場を外部音場と呼ぶこととする。
これらの構成要素を解析する準備として，まず第 2章において本論文で用いる数値解析手法の定式化に
ついてまとめておく。
第 3 章では膜振動場の理論解析解と音場の法線方向微分型 BEM という既往の二つの手法を連成した
解析手法による膜鳴楽器の設計例を示し，数値計算によるより優れた膜鳴楽器の設計可能性について述べ
る。第 3章で用いる解析手法は膜の曲げ剛性やシェル振動場を考慮していない。また設計の効率化を考え
ると計算コストのさらなる削減が必要である。
そこで次に計算コストの削減を目指し，膜鳴楽器の軸対称性と高精度な数値解析手法であるスペクトル
法を利用した連成解析手法を構築する。第 4章から第 7章では，膜鳴楽器の構成要素である張力を有する
板振動場，円筒シェル振動場，内部音場，そして外部音場の解析手法を提案する。そして最後に第 8章で
それらを連成した膜鳴楽器としての解析手法を提案する。
図 1.3に本論文の第 3章から第 8章において提案する解析手法を示す。各章の概要は次の通りである。
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第 2章

本論文で用いる数値解析手法 (FEM，BEM，スペクトル法)の基本的な定式化についてまとめる。

第 3章

膜振動場の理論解析解と音場の法線方向微分型 BEMによる膜鳴楽器の音響振動連成解析手法を提案す
る。実際のティンパニの実測結果と比較し，提案手法の妥当性について検証する。また，提案手法を用い
てティンパニの固有周波数を整数比に近付けるための設計例について示す。

第 4章

膜鳴楽器のヘッドを張力を有する円形薄板とみなしてその解析手法を提案する。円周方向については
フーリエ級数展開し，半径方向はスペクトル法によって解析する。円形薄板の振動方程式は 4 階微分方
程式であるため，境界において二つの境界条件を満たすように内挿関数を工夫する必要がある。その際，
フーリエ級数の展開次数によって内挿関数の形に注意を要する。そのことについても定式化の中で述べ
る。FEMと比較し，提案手法が少ない自由度で高精度の解を得られることを示す。

第 5章

ドラムのシェルは円筒シェルとしてモデル化できる。第 5章ではフーリエ級数展開とスペクトル法によ
る円筒シェル振動場の解析手法を提案する。円筒シェル振動場の支配方程式も薄板振動場と同様に 4階微
分方程式で表される。第 4章の方法より汎用的な境界条件の与え方として，Hermite補間マトリクスを用
いた方法を提案する。また，二つの異なるスペクトル法により解析し，定式化や実装，計算におけるそれ
らの特性についても述べる。

第 6章

膜鳴楽器の内部音場である軸対称空洞内の音場解析手法を提案する。第 4章，第 5章と同じく，円周方
向をフーリエ級数展開し，回転断面をスペクトル法によって解析する。解析できる形状への汎用性を高め
るため，一般曲線座標系を導入し，任意の軸対称形状を有する空洞内の音場を解析できるようにする。

第 7章

膜鳴楽器の外部音場の解析手法を提案する。外部音場は開領域音場であるが，スペクトル法は領域型の
解法であるため，本来無限に広がる解析領域を有限領域で打ち切る必要がある。その際，適切な境界条件
を与えないと境界から疑似反射が生じてしまう。第 7章では Dirichlet-to-Neumann写像を境界条件とし
て与え，開領域音場を厳密に解析できるようにする。
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第 8章

第 4章から第 7章までで構築してきた各構成要素の解析手法を連成し，膜鳴楽器の音響振動連成解析手
法を提案する。数値計算例として，ティンパニからの放射音場の計算結果を示す。

第 9章

音響振動連成解析と計算知能を応用した楽器の設計，さらに新しい楽器の創生の可能性について述べ
る。また，楽器の音響合成と対話型進化計算を組み合わせた新たな楽器設計のフレームワークを提案
する。

第 10章

本研究の成果をまとめ，今後の課題について整理する。

1.4 提案解析手法の評価方法
誤差解析における参照解

第 4章から第 7章において，提案解析手法によって得られた数値解と参照解の誤差を算出し，計算精度
の検証を行う。まず，固有値問題のうち固有周波数の理論値が求められるものについてはそれを参照解と
して採用することとする。この固有周波数の理論値は，非線形方程式である固有方程式をニュートン法な
どの反復法で解くことにより求めることができ，丸め誤差の影響を無視すれば原理的には計算機イプシロ
ンの精度を得ることができる。倍精度の浮動小数点数であれば，一般的に 15桁程度は厳密解と一致する。
次に強制振動問題については，理論解析解を求められる場合には理論解析解を有限次数で打ち切ったも
のを参照解として採用することとする。有限次数で打ち切られた理論解析解は近似解ではあるが，FEM

や BEMなどの数値解析手法よりも解の収束が速く，それらの自由度よりもはるかに少ない打ち切り次数
でも計算機イプシロン精度の解を得られるため，参照解として採用することは妥当であると言える。
境界条件や形状によっては固有周波数の理論値や理論解析解を求められない問題がある。そのような場
合，内部問題には FEM，外部問題には BEMの要素数を十分に大きくして求めた数値解を参照解として
誤差を算出することとする。なお，実用的に十分な精度を得るための要素寸法比の目安は，解析対象の波
長に対して 1/5以下とされているが，本論文では参照解として可能な限りの精度を保証するため，1/20

程度に設定した。

フーリエ級数展開の打ち切り次数

第 4章から第 7章の提案解析手法は円周方向の解析にフーリエ級数展開を用いるが，これは円周方向の
理論解析解である。比較対象である軸対称要素を用いた FEMや BEMについても同じことが言える。そ
のため，誤差解析におけるフーリエ級数展開の打ち切り次数は，参照解とする理論解析解や FEMおよび
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BEM，比較対象である FEMや BEM，そして提案解析手法において同じ次数を用いて評価することとす
る。なお実用的なシーンにおいては，求めたい周波数の 2 倍程度の範囲の固有周波数のモードを用いれ
ば，精度的に十分であると言われている [18]。
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第 2章

微分方程式の数値解法

振動や波動は微分方程式によって表現される。その方程式の形や解析領域の形状，境界条件などが複雑
な問題では，解析的に陽な形式で解を求めることができない。そのような問題においては，数値解析手法
を用いることで数値的に近似解を求めることが可能である。本章では，音響振動問題において広く用いら
れている有限要素法，境界要素法，そしてスペクトル法という三つの数値解析手法をとりあげ，それらの
基本的な定式化について述べる。

2.1 有限要素法
有限要素法 (Finite Element Method: FEM)は解析領域を要素分割し，要素上の節点における変位や
速度ポテンシャルなどを未知数とする連立一次方程式を解くことで，微分方程式の数値解を求める手法で
ある。要素内の変位や速度ポテンシャルについては，節点値とその要素においてのみ非零の値をもつ局所
的な内挿関数によって内挿される。この局所的な内挿関数が複雑な形状の解析も可能としている。また，
局所的な内挿関数を用いるということは，近傍の節点間のみの関係を考えるということであるため，導か
れる連立一次方程式の係数行列は疎行列となる。解析領域全体を離散化するため，基本的には閉領域を解
析対象としており，開領域を厳密に扱うためには工夫が必要である。
FEMはいくつかの方法によって定式化が可能であるが，ここでは解析力学の観点から Lagrange方程
式に基づく定式化について述べる。

2.1.1 Lagrange方程式による定式化

Lagrange方程式は Hamiltonの原理から導かれ，ニュートン力学に限らず物理学の様々な現象を記述
する基礎方程式である。問題を記述する変数を q とすると，Lagrange方程式は次式で表される [19]。

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0 (2.1)

Lはラグランジアンと呼ばれる量であり，保存力のみが働く力学系においては運動エネルギー T とポテ
ンシャルエネルギー U を用いて

L = T − U (2.2)
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と定義すると，式 (2.1)はニュートンの運動方程式と同値となる。外力のような非保存力が働く場合，そ
れがなす仕事をW として，ラグランジアンは

L = T − U +W (2.3)

と表される。
Lagrange方程式から，具体的に音響問題における支配方程式を導出する。まず，速度ポテンシャルを

ϕ，空気の密度を ρ，音速を cとしたとき，解析領域 Ωにおける音波の運動エネルギー T とポテンシャル
エネルギー U はそれぞれ，

T =
1

2
ρ

∫
Ω

{(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

+

(
∂ϕ

∂z

)2
}
dV (2.4)

U =
1

2

ρ

c2

∫
Ω

ϕ̇2dV (2.5)

で与えられる [20]。また，境界 Γv において振動変位を un とする外力によってなされる仕事W は，

W = ρ

∫
Γv

ϕ̇undS (2.6)

である。
ここで，未知の速度ポテンシャル ϕを未知定数 ϕi と既知の内挿関数 Ni(x, y, z)によって，

ϕ =
M∑
i=0

ϕiNi(x, y, z) (2.7)

と近似する。ベクトル

ϕ =
{
ϕ0 ϕ1 · · · ϕM

}T
(2.8)

N =
{
N0(x, y, z) N1(x, y, z) · · · NM (x, y, z)

}T
(2.9)

を定義すると，式 (2.7)は内積の形で
ϕ = NTϕ (2.10)

と書ける。これを用いて，運動エネルギー T を書き換えると，

T =
1

2
ρ

∫
Ω


(
∂NT

∂x
ϕ

)2

+

(
∂NT

∂y
ϕ

)2

+

(
∂NT

∂z
ϕ

)2
 dV

=
1

2
ρ

∫
Ω

(
ϕT ∂N

∂x

∂NT

∂x
ϕ+ ϕT ∂N

∂y

∂NT

∂y
ϕ+ ϕT ∂N

∂z

∂NT

∂z
ϕ

)
dV

=
1

2
ρϕT

∫
Ω

(
∂N

∂x

∂NT

∂x
+
∂N

∂y

∂NT

∂y
+
∂N

∂z

∂NT

∂z

)
dV ϕ

=
1

2
ρϕTKϕ (2.11)
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となる。ここで，

K =

∫
Ω

(
∂N

∂x

∂NT

∂x
+
∂N

∂y

∂NT

∂y
+
∂N

∂z

∂NT

∂z

)
dV (2.12)

とおいた。同じようにしてポテンシャルエネルギー U は，

U =
1

2

ρ

c2

∫
Ω

(
NTϕ̇

)2
dV

=
1

2

ρ

c2

∫
Ω

ϕ̇
T
NNTϕ̇dV

=
1

2

ρ

c2
ϕ̇

T
∫
Ω

NNTdV ϕ̇

=
1

2
ρϕ̇

T
Mϕ̇ (2.13)

となる。ただし，
M =

1

c2

∫
Ω

NNTdV (2.14)

である。最後に仕事W は，

W = ρ

∫
Γv

unϕ̇
T
NdS

= ρϕ̇
T
∫
Γv

unNdS

= ρϕ̇
T
un (2.15)

となる。ただし，
un =

∫
Γv

unNdS (2.16)

である。
これらを Lagrange方程式

d

dt

{
∂

∂ϕ̇
(T − U +W )

}
− ∂

∂ϕ
(T − U +W ) = 0 (2.17)

に代入すると，
ρMϕ̈+ ρKϕ− ρu̇n = 0 (2.18)

となり，両辺を ρで割り，既知のベクトル u̇n を右辺に移項すると，最終的に

Mϕ̈+Kϕ = u̇n = f (2.19)

という連立方程式が得られる。時間依存項が ejωt である調和振動のとき，上式は[
K − ω2M

]
ϕ = f (2.20)

となる。
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x0 x1 x2 x3

x [m]

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5
N

i(
x
)

N0 (x)

N1 (x)

N2 (x)

N3 (x)

図 2.1: 一次の内挿関数

Lagrange方程式は Hamiltonの原理の枠組みの中で導出され，Hamiltonの原理の中にはニュートンの
運動方程式だけでなく，境界において未知数の法線方向微分が 0となるという自然境界条件も含まれてい
る [19]。つまり，Lagrange方程式を通して Hamiltonの原理から導出された式 (2.20)は，波動方程式に
加えて境界において粒子速度が 0となるという自然境界条件も含んでいる。そのため，自然境界条件につ
いては与える必要はない。未知数そのものを 0とするような基本境界条件については，係数マトリクスか
ら境界の未知数に関する行と列を取り除くことで与えることができる。
音響問題以外でも同じようにエネルギーと仕事を求め，未知量を内挿関数で近似し，Lagrange方程式
に代入することで連立一次方程式に帰着させることができる。

2.1.2 内挿関数

前項において未知の速度ポテンシャルを，既知の内挿関数 Ni(x)を用いて式 (2.7)によって近似した。
問題が一次元の場合，最も単純な Ni(x) は図 2.1 に示すような一次関数である。図 2.1 から分かるよう
に，i 番目の節点 xi に関する内挿関数 Ni(x) は，xi において 1 という値をとり，隣り合う節点 xi−1，
xi+1 において 0という値をとるように線形に変化する関数である。一つの要素に着目し，その要素を構
成する節点を xi，xj，節点値を ϕi，ϕj とすると，要素内の速度ポテンシャル ϕ(x)は，

ϕ(x) = Ni(x)ϕi +Nj(x)ϕj , xi ≤ x ≤ xj (2.21)
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図 2.2: 三角形要素 図 2.3: 局所座標系に写像した三角形要素

と内挿される。ここで，関数 Ni(x)と Nj(x)は，

Ni(x) =
xj − x

xj − xi
, xi ≤ x ≤ xj (2.22)

Nj(x) =
x− xi
xj − xi

, xi ≤ x ≤ xj (2.23)

で与えられる。式 (2.21) をすべての要素について足し合わせると，解析領域全体の近似解 ϕ(x) が表さ
れる。
実際に計算を行う際，要素内の座標を表す局所座標 ξ ∈ [0, 1]によって xを

x = xi + (xj − xi)ξ (2.24)

と表すと，すべての要素に対して同じ演算結果を使い回すことができ，便利である。このとき，演算に必
要な xの微小要素と xによる微分は，

dx = (xj − xi)dξ (2.25)

∂

∂x
=
∂ξ

∂x

∂

∂ξ
=

1

xj − xi

∂

∂ξ
(2.26)

によって求められる。
問題が二次元である場合や，三次元でも軸対称形状をもつためある回転断面だけを考えればよい場合，
領域を分割する要素のうち簡単なものとして図 2.2 のような三角形要素がある。節点 (xi, yi)，(xj , yj)，
(xk, yk)から構成されるある要素内の速度ポテンシャルが，次のような一次関数で内挿されるとする。

ϕ(x, y) = α0 + α1x+ α2y (2.27)

ϕ(x, y)が節点上で節点値 ϕi，ϕj，ϕk に一致するように，

ϕ(xi, yi) = α0 + α1xi + α2yi = ϕi (2.28a)

ϕ(xj , yj) = α0 + α1xj + α2yj = ϕj (2.28b)

ϕ(xk, yk) = α0 + α1xk + α2yk = ϕk (2.28c)
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とおいて，係数 α0，α1，α2 を定める。得られた係数を式 (2.27)に代入し，ϕi，ϕj，ϕk について整理す
ると，

ϕ(x, y) = Ni(x, y)ϕi +Nj(x, y)ϕj +Nk(x, y)ϕk (2.29)

と表される。ここで内挿関数 Ni(x, y)，Nj(x, y)，Nk(x, y)は，

Nm(x, y) =
1

∆
(amx+ bmy + cm), m = i, j, k (2.30)

である。ここで，∆は

∆ =

∣∣∣∣∣∣
xi yi 1
xj yj 1
xk yk 1

∣∣∣∣∣∣ (2.31)

で与えられ，これは三角形要素の面積の 2倍となっている。am，bm，cm は，

ai = yj − yk (2.32a)

bi = xk − xj (2.32b)

ci = xjyk − xkyj (2.32c)

aj = yk − yi (2.33a)

bj = xi − xk (2.33b)

cj = xkyi − xiyk (2.33c)

ak = yi − yj (2.34a)

bk = xj − xi (2.34b)

ck = xiyj − xjyi (2.34c)

である。
一次元の場合と同じように，三角形要素にも局所座標系を導入すると，要素ごとの演算を簡単に行え
る。三角形要素の場合には，(ξ, η), ξ ∈ [0, 1], η ∈ [0, 1]を用いて (x, y)を

x = xk + (xi − xk)ξ + (xj − xk)η (2.35)

y = yk + (yi − yk)ξ + (yj − yk)η (2.36)

と表すことができる。図 2.3に示すように，この変換により物理座標における点 (xi, yi)，(xj , yj)，(xk, yk)
は，局所座標系 (ξ, η)における点 (1, 0)，(0, 1)，(0, 0)へ写像される。このとき，

∂

∂ξ
∂

∂η

 =


∂x

∂ξ

∂y

∂ξ
∂x

∂η

∂y

∂η



∂

∂x
∂

∂y


=

[
xi − xk yi − yk
xj − xk yj − yk

]
∂

∂x
∂

∂y

 (2.37)
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という関係から，偏微分は次のように表される。
∂

∂x
∂

∂y

 =

[
xi − xk yi − yk
xj − xk yj − yk

]−1


∂

∂ξ
∂

∂η


=

1

J

[
yj − yk yk − yi
xk − xj xi − xk

]
(2.38)

ただし，

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂ξ

∂y

∂ξ
∂x

∂η

∂y

∂η

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣xi − xk yi − yk
xj − xk yj − yk

∣∣∣∣ (2.39)

である。また，微小面要素は，
dxdy = Jdξdη (2.40)

によって変換される。

2.2 境界要素法
境界要素法 (Boundary Element Method: BEM)は解析領域の境界を要素分割し，境界積分方程式を
連立一次方程式に近似する数値解析手法である。境界のみを離散化するため問題の次元が一つ下がること
になり，自由度も大きく削減することができる。ただし，すべての要素は Green関数によって各々関係
付けられるため，係数行列は密行列となる。また，境界のみを離散化すればよいため，開領域問題につい
ても厳密に取り扱うことが可能である。この点は FEMなど領域型の解法との大きな違いである。
BEMの定式化はまず，Greenの定理を通して Helmholtz方程式から境界積分方程式を導く。それから
境界を要素分割し，境界積分方程式を離散化することで，BEMにおける連立一次方程式が導かれる。

2.2.1 境界積分方程式

音場に音源が分布する場合の Helmholtz方程式は，音源の強さの分布関数 Qを用いて次のように表さ
れる。

∇2ϕ+ k2ϕ = −Q (2.41)

上式の両辺に Green関数 ψ をかけて，領域内で積分すると次式となる。∫
Ω

(
∇2ϕ+ k2ϕ

)
ψdV = −

∫
Ω

QψdV (2.42)

上式の左辺積分内第一項に Greenの定理を適用すると，∫
Ω

∇2ϕψdV =

∫
Ω

ϕ∇2ψdV −
∫
Γ

∂ϕ

∂n
ψdS +

∫
Γ

ϕ
∂ψ

∂n
dS (2.43)

となる。これを式 (2.42)に代入すると次式が得られる。∫
Ω

ϕ∇2ψdV +

∫
Γ

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
ψ

)
dS +

∫
Ω

k2ϕψdV = −
∫
Ω

QψdV (2.44)
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Receiving Point

Source

Sound Field

Boundary

Impedance

Velocity

図 2.4: 音場と境界

−
∫
Ω

ϕ
(
∇2ψ + k2ψ

)
dV =

∫
Γ

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
ψ

)
dS +

∫
Ω

QψdV (2.45)

Green関数 ψ として，音源の強さの分布関数 Qを空間的なデルタ関数とした Helmholtz方程式を満たす
ものを用いる。すなわち次式が成立するような ψ である。

∇2ψ + k2ψ = −δ(x− x′, y − y′, z − z′) (2.46)

上式を満たす ψ は例えば，次のようなものである。

ψ =
1

4πr
e−jkr (2.47)

ただし，
r =

√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 (2.48)

であり，式 (2.46)の関係を式 (2.45)に適用すれば，領域 Ω内の任意の受音点 p = (x′, y′, z′)における速
度ポテンシャルは，次式のような Kirchhoffの積分方程式の形で表される。

ϕ(p) =

∫
Γ

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
ψ

)
dS +

∫
Ω

QψdV (p ∈ Ω) (2.49)

特に音源の分布関数が
Q(x, y, z) = Qδ(x− xs, y − ys, z − zs) (2.50)

のように表される点音源であるとすると，式 (2.49)は，

ϕ(p) =

∫
Γ

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
ψ

)
dS +Qψ (p ∈ Ω) (2.51)

と書ける。
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受音点 pが境界面 Γ上にある場合には，図 2.4のように受音点 pの周りに小さい半球状の境界面 Γ1 を
設けると，上式右辺の境界面 Γ1 における積分は次式となる。∫

Γ1

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
ψ

)
dS =

∫
Γ1

(
−ϕ∂ψ

∂r
+
∂ϕ

∂r
ψ

)
dS

=

∫
Γ1

(
ϕ
1 + jkr

4πr2
e−jkr +

∂ϕ

∂r

1

4πr
e−jkr

)
dS

= 2πr2
(
ϕ
1 + jkr

4πr2
e−jkr +

∂ϕ

∂r

1

4πr
e−jkr

)
= ϕ

1 + jkr

2
e−jkr +

∂ϕ

∂r

r

2
e−jkr (2.52)

ただし，∂/∂n = −∂/∂r の関係を用いた。上式で r → 0とすれば，次式が得られる。

lim
r→0

∫
Γ1

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
ψ

)
dS =

1

2
ϕ (2.53)

これより，受音点 pが境界面 Γにある場合の積分方程式は，

1

2
ϕ(p) =

∫
Γ

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
ψ

)
dS +Qψ (p ∈ Γ) (2.54)

となる。

2.2.2 境界の離散化

次に境界の形状や境界条件が複雑である場合，式 (2.54)を数値的に解くために境界を離散化する。図
2.4のように領域 Ωは境界 Γに囲まれ，その一部が比音響インピーダンス zn をもつインピーダンス境界
Γz と振動速度 vn をもつ振動速度境界 Γv であり，それ以外は音響的に剛であるとする。式 (2.54)右辺の
−∂ϕ/∂nは粒子速度であり，インピーダンス境界では，

− ∂ϕ

∂n
=
jωρϕ

zn
(2.55)

となり，振動速度境界では，
− ∂ϕ

∂n
= vn (2.56)

それ以外の境界上では，
− ∂ϕ

∂n
= 0 (2.57)

であることを用いると，式 (2.54)は，

1

2
ϕ(p) =

∫
Γ

ϕ
∂ψ

∂n
dS +

∫
Γz

jωρϕ

zn
ψdS +

∫
Γv

vnψdS +Qψ (p ∈ Γ) (2.58)

と書ける。境界を速度ポテンシャルが要素内で一定と近似する N 個の一定要素に分割すると，i番目の要
素についての方程式は，

1

2
ϕi =

N∑
j=1

∫
Γj

∂ψ

∂n
dSϕj +

∑
j

Γ∈Γz

jωρ

zn

∫
Γj

ψdSϕj +
∑

j
Γ∈Γv

∫
Γj

ψdSvn +Qψ (2.59)



20 第 2章 微分方程式の数値解法

となり，未知数である ϕj についての項を左辺に移項すると，

1

2
ϕi −

N∑
j=1

∫
Γj

∂ψ

∂n
dSϕj −

∑
j

Γ∈Γz

jωρ

zn

∫
Γj

ψdSϕj =
∑

j
Γ∈Γv

∫
Γj

ψdSvn +Qψ (2.60)

となる。i = 1, 2, . . . , N について書き並べると，次のような形式のマトリクス方程式が得られる。[
1

2
I +H + Y

]
ϕ = Gv + q (2.61)

上式を ϕについて解き，得られた速度ポテンシャルを式 (2.51)に代入することで，領域 Ω内の任意の受
音点における速度ポテンシャルを求めることができる。

2.3 スペクトル法
ここではスペクトル法の定式化について述べる。FDM や FEM が局所的な内挿関数の線形結合で微
分方程式の解を近似するのに対して，スペクトル法は領域全体にわたる大域的な内挿関数の線形結合で
解を近似する。そのため同じ節点数で比較した場合，スペクトル法がより高次の関数で解を近似するこ
とになり，高精度の数値解を得られる [5]。スペクトル法にはいくつかの種類があることは第 1 章で述
べた。実際の工学の問題を解析することを考えると，適用可能範囲が広いのは本節で説明する Spectral

Collocation Method (以下，SCM)と Spectral Nodal Galerkin Method (以下，NGM)である [7]。実
用的な解析対象への適用については第 4章以降で述べることとし，本節では Helmholtz方程式を例とし
てとりあげ，二つの手法の定式化について説明する。
一次元の Helmholtz方程式は次のように表される。

∂2ϕ

∂x2
+ k2ϕ(x) = −q(x) (2.62)

ここで，k は波数，ϕ(x) は速度ポテンシャル，q(x) は音場内に設置した音源の強さである。SCM と
NGMは次のように重み付き残差法として一般化することができる。上の Helmholtz方程式に重み関数
ψi(x)をかけ，領域内 [−1, 1]で積分すると，∫ 1

−1

∂2ϕ

∂x2
ψi(x)dx+ k2

∫ 1

−1

ϕ(x)ψi(x)dx = −
∫ 1

−1

q(x)ψi(x)dx (2.63)

となる。SCMと NGMのどちらも出発点はこの方程式である。重み関数として ψi(x)にどのような関数
を選ぶかによって，これ以降の定式化が異なる。以下，それぞれの手法について詳細に述べていく。

2.3.1 Spectral Collocation Method

スペクトル法の中で最も多く用いられている手法が，Spectral Collocation Method (SCM) である。
文献によっては擬スペクトル法 (Pseudospectral Method)と呼んでいることもある。
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図 2.5: Lagrange基底関数

領域内に N + 1 点の節点 x0, x1, . . . , xN を置いたとき，SCM では解を次のような N 次の Lagrange

補間多項式で近似する。

ϕ(x) ≈ ϕ̃(x) =
N∑
j=0

ϕjℓj(x) (2.64)

ϕj は節点 xj における速度ポテンシャル ϕ̃(xj)を表しており，Lagrange基底関数 ℓj(x)は次のように定
義される。

ℓj(x) =
N∏
i=0
i ̸=j

x− xi
xj − xi

=
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xN )

(xj − x0)(xj − x1) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xN )
(2.65)

N = 4 とし，節点を x0 = −1, x1 = −0.5, x2 = 0, x3 = 0.5, x4 = 1 としたときの Lagrange 基底関数
ℓj(x), j = 0, 1, . . . , 4のグラフを図 2.5に示す。式 (2.65)と図 2.5より，節点 xi における Lagrange基底
関数 ℓj(x)は，Kroneckerのデルタを使って

ℓj(xi) = δij (2.66)

と表せることが分かる。また，SCM では重み関数 ψi(x) として節点においてのみ値をもつ次のような
Diracのデルタ関数を用いる。

ψi(x) = δ(x− xi) (2.67)
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式 (2.64)と (2.67)を式 (2.63)に代入すると，

N∑
j=0

ϕjℓ
′′
j (xi) + k2

N∑
j=0

ϕjℓj(xi) = −q(xi) (2.68)

となる。ここで ℓ′′j (x)は ℓj(x) = ∂2ℓ(x)/∂x2 である。さらに式 (2.66)の性質を使うと，左辺の 2番目の
総和のうち残る項は一つだけになり，

N∑
j=0

ϕjℓ
′′
j (xi) + k2ϕi = −q(xi) (2.69)

と書ける。この方程式は i番目の節点 xi についての方程式を表している。上式を i = 0, 1, . . . , N につい
て書き並べると，マトリクス方程式の形で，

D2ϕ+ k2ϕ =
[
D2 + k2I

]
ϕ = −q (2.70)

と書き表すことができる。ここで，

D =


ℓ′0(x0) ℓ′1(x0) · · · ℓ′N (x0)
ℓ′0(x1) ℓ′1(x1) · · · ℓ′N (x1)

...
...

. . .
...

ℓ′0(xN ) ℓ′1(xN ) · · · ℓ′N (xN )

 (2.71)

ϕ =
{
ϕ0 ϕ1 · · · ϕN

}T
(2.72)

q =
{
q(x0) q(x1) · · · q(xN )

}T
(2.73)

であり，I は単位マトリクスである。D は微分マトリクスと呼ばれるマトリクスである。2階の微分マト
リクスD2 はD の積により求められる。同様にしてさらに高階の微分マトリクスD3 やD4 を求めるこ
とも可能である。式 (2.71)の各成分は式 (2.65)の両辺の対数をとり，微分することで求められ，最終的
に次のように表される。

Dij =
1

aj

N∏
k=0
k ̸=i,j

(xi − xk) =
ai

aj(xi − xj)
, (i ̸= j) (2.74)

Djj =
N∑

k=0
k ̸=j

(xj − xk)
−1 (2.75)

ただし，

aj =
N∏

k=0
k ̸=j

(xj − xk) (2.76)

である。
式 (2.62)と式 (2.70)を見比べてみると，連立方程式 (2.70)はもとの微分方程式 (2.62)の微分演算子を
そのまま微分マトリクスで置き換えた形になっていることが分かる。このように SCMは，考えている問
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図 2.6: Chebyshevノードの配置

題の微分方程式が得られていれば，その微分演算子を微分マトリクスで置き換えるだけで最終的に解くべ
き連立方程式が得られるため，定式化と実装が簡単な手法である。
ここで節点 x0, x1, . . . , xN をどのように置くべきかという議論がある。SCMと後述する NGMでは，
微分方程式の解を式 (2.64)のように高次の多項式で近似する。一般的に，滑らかな関数を高次の多項式
で補間するとき，等間隔な節点を用いると境界付近で誤差が大きくなる Runge の現象が生じることが
知られている。この現象を解消する方法は，境界付近で密度が大きくなる節点を用いることである [5]。
このような性質をもつ節点は様々なものが提案されているが，最も簡単なものは Chebyshev ノード
(Chebyshev-Lobattoノード，もしくは Chebyshev-Gauss-Lobattoノードとも) と呼ばれ，次のように
表されるものである。

xj = cos

(
jπ

N

)
, j = 0, 1, . . . , N (2.77)

これは図 2.6に示すように，単位円上に等間隔に配置した節点を x軸上に射影したものになっている。ま
た，N 次の Chebyshev多項式 TN (x)の極値をとる x座標に相当している。この Chebyshevノードを用
いることで，高次の補間多項式による解，及びその導関数の補間誤差を抑えられる。Chebyshevノード
を用いたときの微分マトリクスのことを特に Chebyshev微分マトリクスと呼ぶ。Chebyshev微分マトリ
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クスの各成分は，

D00 =
2N2 + 1

6
(2.78)

DNN = −2N2 + 1

6
(2.79)

Djj =
−xj

2(1− x2j )
, j = 1, 2, . . . , N − 1 (2.80)

Dij =
ci
cj

(−1)i+j

(xi − xj)
, i ̸= j, i, j = 0, 1, . . . , N (2.81)

ただし，

ci =

{
2, i = 0 or N

1, otherwise
(2.82)

で与えられ [5]，式 (2.74)，(2.75)よりも簡単に計算できる。
最後に，式 (2.70) を解くためには，境界条件の設定が必要になる。Dirichlet 境界条件の場合には，
式 (2.70) のうち境界の節点についての方程式を，その節点値を決める自明な方程式で置き換えればよ
い。もしくは，節点値を 0 とする場合にはその節点に関する行と列を式 (2.70) から取り除いてもよい。
Neumann境界条件の場合には，式 (2.70)のうち境界の節点についての方程式を，法線方向微分値を決め
る方程式で置き換える。例えば，x方向の粒子速度 ux は ux = −∂ϕ/∂xにより求められることから，節
点上の粒子速度を並べた粒子速度ベクトル ux は微分マトリクスを使って，

ux = −Dϕ (2.83)

で表される。0番目の節点に Neumann境界条件を課すことを考えると，式 (2.70)の 0番目の方程式の係
数を上式の同じく 0番目の方程式の係数で置き換える。そして，式 (2.70)の右辺を定めたい粒子速度の
値で置き換えればよい。また，境界における比音響インピーダンスが zx = jωρϕ/ux で与えられる Robin

境界条件の場合には，式 (2.70)の境界の方程式を，

[zxD − jωρI]ϕ = 0 (2.84)

の対応する方程式で置き換えればよい。
式 (2.70)に境界条件を課して得られた方程式を解くことにより，節点上の速度ポテンシャル ϕj が求め
られる。この ϕj を式 (2.64)に代入することで，最終的に微分方程式の近似解 ϕ̃(x)が得られる。
なお，計算精度をある程度保証するために必要な節点数についてであるが，Helmholtz 方程式の場
合，Chebyshev ノードの間隔が広くなる領域の中心付近において 1 波長あたりの節点数 (Points Per

Wavelength: PPW)が少なくとも 2あれば，固有周波数の誤差で 1%以下の，工学的には十分な精度が
得られる [5]。

2.3.2 Spectral Nodal Galerkin Method

次に Spectral Nodal Galerkin Method (NGM) について述べる。ここでも例として一次元の
Helmholtz方程式を考え，式 (2.63)を出発点とする。解を式 (2.64)のように Lagrange補間多項式で近
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似するという点は SCMと同じであるが，NGMでは重み関数 ψi(x)に Lagrange基底関数を用いる。つ
まり，

ψi(x) = ℓi(x) (2.85)

と置く。まず，境界条件を取り扱いやすいように式 (2.63)の第 1項を部分積分する。

−
∫ 1

−1

∂ϕ

∂x

∂ψi

∂x
dx+

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=1

ψi(1)−
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=−1

ψi(−1) + k2
∫ 1

−1

ϕ(x)ψi(x)dx

= −
∫ 1

−1

q(x)ψi(x)dx (2.86)

−∂ϕ/∂x = ux より，

−
∫ 1

−1

∂ϕ

∂x

∂ψi

∂x
dx− ux(1)ψi(1) + ux(−1)ψi(−1) + k2

∫ 1

−1

ϕ(x)ψi(x)dx

= −
∫ 1

−1

q(x)ψi(x)dx (2.87)

と書ける。式 (2.64)と (2.70)を上式に代入すると，

−
∫ 1

−1

N∑
j=0

ϕjℓ
′
j(x)ℓ

′
i(x)dx− ux(1)ℓi(1) + ux(−1)ℓi(−1) + k2

∫ 1

−1

N∑
j=0

ϕjℓj(x)ℓi(x)dx

= −
∫ 1

−1

q(x)ℓi(x)dx (2.88)

となる。ここで，両辺の積分は Legendre-Gauss-Lobatto (LGL)数値積分を用いて計算する [7]。これは
選点 xk として N 次の Legendre多項式の導関数 L′

N (x)の零点と両端の点 x = −1, 1，及びそれらの選
点における重み αk として，

αk =
2

N(N + 1)

1

[LN (xk)]2
(2.89)

を用いる数値積分であり，2N − 1次以下の多項式であれば厳密に積分を計算できる。式 (2.88)の左辺第
1項の被積分関数は 2N − 2次多項式であるから，LGL数値積分を用いて厳密に計算でき，

−
∫ 1

−1

N∑
j=0

ϕjℓ
′
j(x)ℓ

′
i(x)dx = −

N∑
j=0

ϕj

N∑
k=0

ℓ′j(xk)ℓ
′
i(xk)αk

= −
N∑
j=0

ϕj

N∑
k=0

DkjDkiαk (2.90)

となる。ここで，式 (2.71)より ℓ′j(xi) = Dij であることを用いた。同じようにして式 (2.88)の左辺第 4

項の積分も計算する。ただし，この項の被積分関数は 2N 次多項式となっているため，厳密な積分とはな
らないが，近似的に次のように計算できる。

k2
∫ 1

−1

N∑
j=0

ϕjℓj(x)ℓi(x) ≈ k2
N∑
j=0

ϕj

N∑
k=0

ℓj(xk)ℓi(xk)αk

= k2ϕiαi (2.91)
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2行目への変形には式 (2.66)を用いた。式 (2.88)の右辺も同じようにして，

−
∫ 1

−1

q(x)ℓi(x)dx ≈ −
N∑

k=0

q(xk)ℓi(xk)αk

= −q(xi)αi (2.92)

と計算できる。これらの結果を用いると式 (2.88)は

−
N∑
j=0

ϕj

N∑
k=0

DkjDkiαk − ux(1)ℓi(1) + ux(−1)ℓi(−1) + k2ϕiαi = −q(xi)αi (2.93)

と書ける。境界において比音響インピーダンスが zx で与えられているとすると，x 方向粒子速度 ux は
ux = jωρϕ/zx と表せる。このことを用いると，

−
N∑
j=0

ϕj

N∑
k=0

DkjDkiαk − jωρℓi(1)

zx
ϕN +

jωρℓi(−1)

zx
ϕ0 + k2ϕiαi = −q(xi)αi (2.94)

上式を i = 0, 1, . . . , N についてマトリクス方程式の形で表すと，最終的に

Gϕ+ jωCϕ− ω2

c2
Wϕ = Wq (2.95)

と書ける。ここで，
G = DTWD (2.96)

W = diag(αk), k = 0, 1, . . . N (2.97)

であり，マトリクス C は C00 = −ρ/zx, CNN = ρ/zx，それ以外の成分は 0 となるマトリクスである。
マトリクスG，C，1/c2W はそれぞれ NGMにおける剛性マトリクス，減衰マトリクス，質量マトリク
スを表している。式 (2.95)を解くことで，節点上の速度ポテンシャル ϕj が求められる。得られた ϕj を
SCMと同じように式 (2.64)に代入することで，近似解 ϕ̃(x)が求められる。
NGMは微分マトリクスによる数値微分に加えて数値積分を行うため，SCMよりも定式化と実装が少
し複雑になる。しかし，SCMでは境界条件を与えるためには連立方程式を書き換える必要があったのに
対して，NGMでは新たなマトリクスを加えるだけで，より自然に境界条件を取り入れることができる。
また，NGMの係数マトリクスは対称となるため，Cholesky分解など対称マトリクスの解法を用いるこ
とが可能である。

2.3.3 二次元空間への拡張

デカルト座標系の離散化
前項では一次元の Helmholtz 方程式を考えたが，次に二次元空間へ拡張することを考える。xy 平
面を解析する場合，x 方向と y 方向をそれぞれ Chebyshev ノードや LGL ノードに離散化する。図
2.7 のように節点番号 n をつけ，各節点における節点値を ϕn とし，x 方向の微分を作用する Nx + 1
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図 2.7: 二次元空間の離散化の例

行 Nx + 1 列の微分マトリクスを Dx とすると，1 から Nx + 1 番目の節点における x 方向の微係数
{ϕ1,x ϕ2,x . . . ϕNx+1,x}T は 

ϕ1,x
ϕ2,x
...

ϕNx+1,x

 = Dx


ϕ1
ϕ2
...

ϕNx+1

 (2.98)

により求められる。同様にして Nx + 2 から 2(Nx + 1) 番目の節点における x 方向微分
{ϕNx+2,x ϕNx+3,x . . . ϕ2(Nx+1),x}T は

ϕNx+2,x

ϕNx+3,x

...
ϕ2(Nx+1),x

 = Dx


ϕNx+2

ϕNx+3

...
ϕ2(Nx+1)

 (2.99)

により求められる。これらはクロネッカー積 ⊗を用いると，すべての節点値と微係数を並べたベクトル
ϕと ϕx について

ϕx = Iy ⊗Dxϕ (2.100)

と書くことができる。ここで Iy は Ny + 1行 Ny + 1列の単位行列である。同じようにして y 方向の微
係数 ϕy は，y 方向の微分を作用する Ny + 1行 Ny + 1列の微分マトリクスDy と Nx + 1行 Nx + 1列
の単位行列 Ix を用いて

ϕy = Dy ⊗ Ixϕ (2.101)
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により求められる。このことを利用して二次元の Helmholtz方程式

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+ k2ϕ = −q (2.102)

を微分マトリクスにより離散化すると[
Iy ⊗D2

x +D2
y ⊗ Ix + k2Iy ⊗ Ix

]
ϕ = −q (2.103)

という SCMのマトリクス方程式が得られる。
NGMの場合には微分マトリクスに加えて，積分の重みを対角成分に並べたマトリクスW が必要にな
る。これについても x 方向と y 方向それぞれの重みを対角成分に並べたマトリクスW x とW y のクロ
ネッカー積で

W = W y ⊗W x (2.104)

と表すことができる。二次元の Helmholtz方程式を NGMで離散化すると，[
[Iy ⊗Dx]

T
W [Iy ⊗Dx] + [Dy ⊗ Ix]

T
W [Dy ⊗ Ix]−

ω2

c2
W

]
ϕ = Wq (2.105)

というマトリクス方程式になる。なお，三次元の場合にもクロネッカー積を繰り返し用いることで同じよ
うに定式化が可能である。

円座標系の離散化
本論文で解析対象としている膜鳴楽器の多くは軸対称な形状を有しており，そのような解析対象には円
座標系や円筒座標系などの極座標系を用いたほうが便利である。極座標系の微分方程式にスペクトル法を
適用する場合，技巧的な定式化が必要になるため，ここで説明しておく。
まず，円座標系 (r, θ)の Helmholtz方程式は次のように表される。

∂2ϕ

∂r2
+

1

r

∂ϕ

∂r
+

1

r2
∂2ϕ

∂θ2
+ k2ϕ = −q (2.106)

r 方向の微分を作用する微分マトリクスDr と θ 方向の微分を作用する微分マトリクスDθ を用いれば，
上式を離散化することができる。円座標系の θ方向のように周期境界条件を有する方向の微分マトリクス
の成分は

(Dθ)ij =


1

2
(−1)i+j cot

(j − i)π

N
, j ̸= i

0, j = i
(2.107)

で表される [7]。r方向の微分マトリクスDr には 2.3.1項で導出した微分マトリクスを用いればよい。こ
こで，解析領域が

r ∈ [0, 1]

θ ∈ [0, 2π]

であるとすると，r ∈ [0, 1]の区間をそのまま Chebyshevノードや LGLノードで離散化することもでき
るが，解析領域の実際の境界ではない原点の付近に節点が密に集まってしまい，非効率である。そこで，
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r ∈ [−1, 1]の区間を離散化することを考える。なお，原点は特異点であるが，r 方向の節点数 Nr + 1を
偶数とし，原点に節点を設置しないことで特別な処理が不要になる。Dr を r ∈ [−1, 1]に作用する微分マ
トリクスとして，式 (2.106)を離散化すると，[

D2
r ⊗ Iθ +RDr ⊗ Iθ +R2 ⊗D2

θ + k2Ir ⊗ Iθ

]
ϕ = −q (2.108)

というマトリクス方程式が得られる。r 方向と θ 方向の節点数をそれぞれ Nr + 1，Nθ とすると，Ir は
Nr + 1行 Nr + 1列の単位行列，Iθ は Nθ 行 Nθ 列の単位行列，また，マトリクスRは

R = diag(rj), j = 1, 2, . . . Nr + 1 (2.109)

であり，式 (2.108)は (Nr + 1)Nθ 個の連立方程式を表している。ただし，r 方向については r ∈ [−1, 1]

を離散化しているので，未知数 ϕのうち，下半分の (Nr +1)/2×Nθ 個は，並んでいる順番は違うが，上
半分の (Nr +1)/2×Nθ 個と同じ節点値を意味している。つまり，求める必要のない未知数ということに
なる。さらに，式 (2.108)のうち，下半分の (Nr + 1)/2×Nθ 個の方程式は，上半分の (Nr + 1)/2×Nθ

個の方程式と同じ方程式を表している。
ここで，四つの N ×N のマトリクスA1，A2，A3，A4 から構成される 2N × 2N のマトリクスAと
二つの N 行のベクトル x1，x2 から構成される 2N 行のベクトル xの積について考える。それらの積を
書き下すと，

Ax =

[
A1 A2

A3 A4

]{
x1

x2

}
(2.110)

となる。今，x1 = x2 という条件が成り立っているとすると，積Axのうち，1行目から N 行目は，

(Ax)1:N = A1x1 +A2x2 = A1x1 +A2x1 = [A1 +A2]x1 (2.111)

により計算できる。このことを式 (2.108)に利用する。
マトリクス方程式 (2.108)の節点番号と (r, θ)座標は図 2.8のように対応している。図 2.8のうち r 座
標が負の領域，つまり領域 IIIと IVが表している座標はそれぞれ領域 II，Iと同じである。そこで，領域
Iと IIに含まれる節点のみを用いることとする。式 (2.110)と (2.111)に倣って，r に関する 2階微分マ
トリクスD2

r と 1階微分マトリクスDr を次のように四つの (Nr +1)/2× (Nr +1)/2のブロックに分割
する。

D2
r =

[
D1 D2

D3 D4

]
(2.112)

Dr =

[
E1 E2

E3 E4

]
(2.113)

分割したブロックのうち，D1 とD2 および E1 と E2 を用いる。ただし，D2 と E2 はもともと r 座標
が負の節点，つまり図 2.8の領域 IIIもしくは IVに含まれる節点に作用するべきマトリクスであったが，
領域 IIIと IVの節点は用いないこととしたので，代わりに領域 Iもしくは IIの節点に作用するように修
正する必要がある。領域 I，IIと III，IVを見比べてみると，領域 IIIと IVの上下を反転し，IIIと IVを
入れ替えたものが領域 Iと IIに対応している。上下の反転を実現する操作はD2 と E2 の列を反転する
ことである。さらに，上下を反転した領域 IIIと IVを入れ替えるという操作は，マトリクス[

O Ĩθ

Ĩθ O

]
(2.114)
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I II

III IV

図 2.8: (r, θ)座標と節点番号の対応

とのクロネッカー積をとればよい。ただし，Ĩθ は Nθ/2×Nθ/2の単位行列である。
これらの操作によってマトリクス方程式 (2.108)のうち，r 座標が負の節点に関する方程式を消去する
と，最終的に [

L+ k2Ĩr ⊗ Iθ

]
ϕ̃ = −q̃ (2.115)

というマトリクス方程式が得られる。ただし，

L =
[
D1 + R̃E1

]
⊗
[
Ĩθ O

O Ĩθ

]
+
[
D̄2 + R̃Ē2

]
⊗
[
O Ĩθ

Ĩθ O

]
+ R̃

2 ⊗D2
θ (2.116)

R̃ = diag(rj), j = 1, 2, . . . (Nr + 1)/2 (2.117)

であり，マトリクス D̄2 と Ē2 はそれぞれ，D2 と E2 の列を反転したマトリクス，Ĩr は (Nr + 1)/2×
(Nr + 1)/2の単位行列である。
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第 3章

理論解析解と法線方向微分型境界要素法
による膜鳴楽器の音響振動連成解析およ
び設計

本章では膜鳴楽器の単純なモデルとして，剛性のないしなやかな円形膜と薄い構造体周りの音場からな
るモデルを考え，それらの連成解析手法を構築し，それを用いた膜鳴楽器の設計例について示す。
まず，音場の解析には境界要素法 (BEM) を用いる。BEM は有限要素法 (FEM) や時間領域差分法

(FDTD法)のように領域全体を離散化する必要がなく，境界のみの離散化だけでよい。外部音場につい
ては FEMや FDTD法を用いた先行研究 [4, 13, 15] のように仮想的な吸音境界を設定することなく，自
由音場の放射条件を厳密に満たす。また，膜鳴楽器を構成するヘッドとシェルは，音波の波長に対して十
分に薄い構造体であると見なすことができるため，定式化に法線方向微分型の境界積分方程式を用いるこ
とにより，構造体の表裏を区別することなく一つの要素として離散化できる。
ヘッドの振動については，円形膜振動場の理論解析解を用い，Yasudaらの手法 [21]によって BEMと
連成する。この手法は BEMのマトリクスに膜振動場の特性マトリクスを加えることで，マトリクス方程
式の自由度を増やすことなく膜振動場との連成解析が可能である。
実際のティンパニの周波数応答関数の実測結果と比較し，解析手法としての妥当性を検証した後，提案
解析手法に基づく膜鳴楽器の設計例を示す。膜鳴楽器の中でも固有周波数が整数比に近く，ピッチ感をも
つことが知られているティンパニを対象としてとりあげる。
先行研究 [10] において，Christian らはヘッドの張力とケトルの容積をそれぞれ独立に変化させなが
ら，それらが固有周波数比に与える影響を別個に調査し，ヘッドの張力を変化させても固有周波数比はわ
ずかにしか変化しないことや，ケトルの容積を小さくすると固有周波数比が整数比からずれていくことな
どを述べている。本論文ではヘッドの面密度とケトル形状をパラメータとして新たに加え，さらに各パラ
メータの相互依存性についても考慮し，より広範囲の計算を行う。固有周波数と整数比の誤差を測る評価
関数を定義し，その評価関数を小さくするヘッドの面密度，張力，ケトルの形状，容積，およびそれらの
相互依存性について総合的に考察する。
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3.1 提案解析手法
3.1.1 理論解析解による円形膜振動場の解析

まず，固有モード展開による円形膜振動場の理論解析解を導出する。面密度を ρM，張力を T，変位
を ζ(r, θ, t)，加振圧力を P (r, θ, t)としたときの円形膜の強制振動の振動方程式は次式のように与えられ
る [22]。

ρM
∂2ζ

∂t2
= T

{
1

r

∂

∂r

(
r
∂ζ

∂r

)
+

1

r2

(
∂2ζ

∂θ2

)}
+ P (r, θ, t) (3.1)

上式は，時間依存項を ejωt とすると，

T

{
1

r

∂

∂r

(
r
∂ζ

∂r

)
+

1

r2

(
∂2ζ

∂φ2

)}
+ ρMω

2ζ = −P (r, φ) (3.2)

と書くことができる。上式の加振圧力を 0 としたときの半径 a の円形膜の自由振動の固有モード関数
Nnm と固有角周波数 ωnm はそれぞれ，

Nnm(r, φ) = Jn

(αnm

a
r
)
cosnθ (3.3)

ωnm = cM
αnm

a
(3.4)

である。ここで，αnm は第一種 n次ベッセル関数 Jn(x)のm番目の零点を表す。また，cM は膜を伝わ
る横波の伝搬速度であり，

cM =

√
T

ρM
(3.5)

である。変位 ζ を固有関数で級数展開して，

ζ(r, θ) =
∑
n,m

ηnmNnm(r, θ) (3.6)

と表し，式 (3.2)に代入すると，

−
∑
n,m

ρMω
2
nmηnmNnm + ρMω

2
∑
n,m

ηnmNnm = −P (3.7)

と書くことができる。ここで固有関数 Nnm は，∫ a

0

∫ 2π

0

NnmNn′m′rdθdr =

{
0, (n′ ̸= n or m′ ̸= m)

Λnm, (n′ = n and m′ = m)
(3.8)

ただし， Λ0m = πa2J2
1 (α0m), (n = 0)

Λnm =
πa2

2
J2
n−1(αnm), (n > 0)

(3.9)
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図 3.1: 薄い障害物の概念図

となるような直交性をもっており，その規準化因数は Λnm である。式 (3.7)の両辺に Nnm をかけて，積
分を行い，上記のような直交性を利用すると，

ρMω
2
nmηnm − ρMω

2ηnm = Λ−1
nm

∫ a

0

∫ 2π

0

PNnmrdθdr (3.10)

となる。これより ηnm は，

ηnm =

∫ a

0

∫ 2π

0

PNnmrdθdr

ρMΛnm(ω2
nm − ω2)

(3.11)

となり，変位は，

ζ(r, θ) =
∑
n,m

∫ a

0

∫ 2π

0

PNnmrdθdr

ρMΛnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(r, θ) (3.12)

となる。特に，加振圧力 P が P = fδ(r − rs, θ − θs)のような点加振圧力として与えられる場合は，

ζ(r, θ) =
∑
n,m

fNnm(rs, θs)

ρMΛnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(r, θ) (3.13)

となる。

3.1.2 法線方向微分型境界要素法による音場の解析

ここでは障害物が非常に薄い場合を考え，Teraiの方法 [23]による音場解析について述べる。図 3.1に
示すような境界面 Γで囲まれた非常に薄い障害物が音場内にある場合を考えると，境界面 Γは表側 Γ1 と
裏側 Γ2 の和として表すことができる。それぞれの面の法線方向ベクトルを n1，n2 と決めると，障害物
が非常に薄くその厚さを無視できるため，n1，n2 はお互い逆の方向を向くことになり，n1 = −n2 が成
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p

ϕ

θ

ε

図 3.2: 境界に付加した半径 εの半球

立する。これを利用し，n = n2 と決めて式 (2.51)を書きなおすと，

ϕ(p) =

∫
Γ

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
ψ

)
dS +Qψ

=

∫
Γ1

(
ϕ
∂ψ

∂n1
− ∂ϕ

∂n1
ψ

)
dS +

∫
Γ2

(
ϕ
∂ψ

∂n2
− ∂ϕ

∂n2
ψ

)
dS +Qψ

=

(∫
Γ2

ϕ
∂ψ

∂n
dS −

∫
Γ1

ϕ
∂ψ

∂n
dS

)
−
(∫

Γ2

∂ϕ

∂n
ψdS −

∫
Γ1

∂ϕ

∂n
ψdS

)
+Qψ (3.14)

となる。ここで ϕ̃ = ϕ(Γ2) − ϕ(Γ1) となる速度ポテンシャル表裏差 ϕ̃ を導入する。これを用いると上
式は，

ϕ(p) =

∫
Γ

(
ϕ̃
∂ψ

∂n
− ∂ϕ̃

∂n
ψ

)
dS +Qψ (3.15)

となる。この式は音場 Ω内の任意の受音点 pでの速度ポテンシャルが，境界面上の速度ポテンシャル表
裏差の積分値によって表すことができることを意味している。
次に，この ϕ̃を求めるために境界面 Γ上に受音点がある場合について考える。境界面 Γ2 上の任意の受
音点 pに対して，境界を挟んだ裏側 Γ1 の点を p̂とおく。図 3.2のように，境界面 Γ2 上の点 pを中心と
する半径 εの微小半球を付加し，その両側の境界面をそれぞれ Γε1，Γε2 とすることによって，点 pは Ω
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に含まれ，式 (2.49)を用いることができる。式 (2.51)を変形すると，

ϕ(p) =

∫
Γ

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
ψ

)
dS +Qψ

=

∫
Γ1

(
ϕ
∂ψ

∂n1
− ∂ϕ

∂n1
ψ

)
dS +

∫
Γ2

(
ϕ
∂ψ

∂n2
− ∂ϕ

∂n2
ψ

)
dS

+

∫
Γε1

(
ϕ
∂ψ

∂n1
− ∂ϕ

∂n1
ψ

)
dS +

∫
Γε2

(
ϕ
∂ψ

∂n2
− ∂ϕ

∂n2
ψ

)
dS +Qψ

=

(∫
Γ2

ϕ
∂ψ

∂n2
dS +

∫
Γ1

ϕ
∂ψ

∂n1
dS

)
−
(∫

Γ2

∂ϕ

∂n2
ψdS +

∫
Γ1

∂ϕ

∂n1
ψdS

)
+

(∫
Γε2

ϕ
∂ψ

∂n2
dS +

∫
Γε1

ϕ
∂ψ

∂n1
dS

)
−
(∫

Γε2

∂ϕ

∂n2
ψdS +

∫
Γε1

∂ϕ

∂n1
ψdS

)
+Qψ (3.16)

となる。上式の第 3，4項目の εに関する項を取り出し，

I =

(∫
Γε2

ϕ
∂ψ

∂n2
dS +

∫
Γε1

ϕ
∂ψ

∂n1
dS

)
−
(∫

Γε2

∂ϕ

∂n2
ψdS +

∫
Γε1

∂ϕ

∂n1
ψdS

)
(3.17)

とおく。ここで微小半球 Γε に関して，以下の関係式が成り立つ。
dS = ε2 sin θdθdφ

ψ =
1

4πε
e−jkε

∂ψ

∂n1
= − ∂ψ

∂n2
= −1 + jkε

4πε2
e−jkε

(3.18)

これらを式 (3.17)に代入すると I は，

I =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

ϕ(Γε1)

(
−1 + jkε

4πε2

)
e−jkεε2 sin θdθdφ+

∫ 2π

0

∫ π
2

0

ϕ(Γε2)

(
1 + jkε

4πε2

)
e−jkεε2 sin θdθdφ

−
∫ 2π

0

∫ π
2

0

∂ϕ(Γε1)

∂n1

1

4πε
e−jkεε2 sin θdθdφ−

∫ 2π

0

∫ π
2

0

∂ϕ(Γε2)

∂n2

1

4πε
e−jkεε2 sin θdθdφ

=

∫ 2π

0

∫ π
2

0

ϕ(Γε1)

(
−1 + jkε

4π

)
e−jkε sin θdθdφ+

∫ 2π

0

∫ π
2

0

ϕ(Γε2)

(
1 + jkε

4π

)
e−jkε sin θdθdφ

−
∫ 2π

0

∫ π
2

0

∂ϕ(Γε1)

∂n1

1

4π
e−jkεε sin θdθdφ−

∫ 2π

0

∫ π
2

0

∂ϕ(Γε2)

∂n2

1

4π
e−jkεε sin θdθdφ (3.19)

となる。ここで ε→ 0とすると，ϕ(Γε1)，ϕ(Γε2)はそれぞれ ϕ(p̂)，ϕ(p)に近付くため，

lim
ε→0

I = −
∫ 2π

0

∫ π
2

0

1

4π
ϕ(Γε1) sin θdθdφ+

∫ 2π

0

∫ π
2

0

1

4π
ϕ(Γε2) sin θdθdφ

= −1

2
ϕ(p̂) +

1

2
ϕ(p) (3.20)
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となる。これを用いて式 (3.16)を書きなおすと，

ϕ(p) =

(∫
Γ2

ϕ
∂ψ

∂n2
dS +

∫
Γ1

ϕ
∂ψ

∂n1
dS

)
−
(∫

Γ2

∂ϕ

∂n2
ψdS +

∫
Γ1

∂ϕ

∂n1
ψdS

)
+

(∫
Γε2

ϕ
∂ψ

∂n2
dS +

∫
Γε1

ϕ
∂ψ

∂n1
dS

)
−
(∫

Γε2

∂ϕ

∂n2
ψdS +

∫
Γε1

∂ϕ

∂n1
ψdS

)
+Qψ

=

(∫
Γ2

ϕ
∂ψ

∂n
dS −

∫
Γ1

ϕ
∂ψ

∂n
dS

)
−
(∫

Γ2

∂ϕ

∂n
ψdS −

∫
Γ1

∂ϕ

∂n
ψdS

)
−1

2
ϕ(p̂) +

1

2
ϕ(p) +Qψ (3.21)

となる。上式に速度ポテンシャル表裏差 ϕ̃を導入することによって，速度ポテンシャルと速度ポテンシャ
ル表裏差の次のような関係式が得られる。

1

2
ϕ(p̂) +

1

2
ϕ(p) =

∫
Γ

(
ϕ̃
∂ψ

∂n
− ∂ϕ̃

∂n
ψ

)
dS +Qψ (p ∈ Γ) (3.22)

さらに，上式を受音点 pがある境界での法線 np 方向で微分すると，

1

2

∂ϕ(p̂)

∂np
+

1

2

∂ϕ(p)

∂np
=

∫
Γ

(
ϕ̃

∂2ψ

∂np∂n
− ∂ϕ̃

∂n

∂ψ

∂np

)
dS +Q

∂ψ

∂np
(3.23)

となる。ここで，−∂ϕ(p)/∂np は，Γ上の点 pにおける粒子速度に等しいため，これを q(p)とおくと，

−
∫
Γ

(
ϕ̃

∂2ψ

∂np∂n
− ∂ϕ̃

∂n

∂ψ

∂np

)
dS =

1

2
q(p) +

1

2
q(p̂) +Q

∂ψ

∂np
(3.24)

となり，速度ポテンシャルと速度ポテンシャル表裏差の関係式であったものが，粒子速度と速度ポテン
シャル表裏差の関係式として表された。ここで今，障害物が非常に薄いと仮定しているので，障害物の表
側と裏側で粒子速度は等しいと考えられ，以下の関係が成り立つ。− ∂ϕ̃

∂n
= 0

q(p) = q(p̂)
(3.25)

これより式 (3.24)は，

−
∫
Γ

ϕ̃
∂2ψ

∂np∂n
dS = q(p) +Q

∂ψ

∂np
(3.26)

となる。この積分方程式を解くために，境界を離散化し，i 番目の要素の法線方向ベクトルを ni とす
ると，

−
∑
j

∫
Γj

∂2ψ

∂ni∂n
dSϕ̃j = qi +Q

∂ψ

∂ni
(3.27)

と表すことができる。これをすべての要素についてマトリクス方程式として，

Hϕ̃ = q + qI (3.28)
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Membrane

Rigid

Sound field

図 3.3: 解析モデル

と書くことができる。ここで，

Hij = −
∫
Γj

∂2ψ

∂ni∂n
dS (3.29)

qIi = Q
∂ψ

∂ni
(3.30)

である。肩付きの添字 Iは直接音の項であることを表している。これより各境界要素の粒子速度が既知で
あれば，速度ポテンシャル表裏差を求めることができる。さらにここで求めた速度ポテンシャル表裏差を
式 (3.15)に代入することによって，音場 Ω内の任意の受音点における速度ポテンシャルを求めることが
できる。

3.1.3 音響振動場の連成解析

ここでは図 3.3のような円形膜振動場と音場からなるモデルを考え，それらの連成解析手法について述
べる。Yasudaらによって定式化された，弾性板振動場の理論解析解と音場の法線方向微分型 BEMを用
いた連成解析手法 [21]を円形膜振動場と音場に適用する。なお，以降は音場内に膜振動場以外の音源は
ないものとして定式化を進める。
まず，膜に加わる圧力 P は，膜の表裏の音圧差と，その他の機械的な加振圧力で与えられる。機械的
な加振圧力を fδ(rs, θs)，空気の密度を ρとし，図 3.3の膜の表側を音場の境界面 Γ2 とすると，

P = fδ(rs, θs)− ρ
∂ϕ̃

∂t
= fδ(rs, θs)− jωρϕ̃ (3.31)

となり，これを式 (3.12)に代入すると，

ζ(r, θ) =
∑
n,m

fNnm(rs, θs)

ρMΛnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(r, θ)−
∑
n,m

∫
ΓM

jωρϕ̃NnmdS

ρMΛnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(r, θ) (3.32)
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となる。次に，膜上の粒子速度は膜の振動速度と等しくなるため，粒子速度 qと膜の振動変位 ζ の間には，

q =
∂ζ

∂t
= jωζ (3.33)

という関係が成り立つ。上式に式 (3.32)を代入し，音場と連成するために ϕ̃に関する項を離散化すると，
i番目の要素の粒子速度 qi は，

qi =
jω

ρM

∑
n,m

fNnm(rs, θs)

Λnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(ri, θi) +
ω2ρ

ρM

∑
j

Γj∈ΓM

∑
n,m

∫
Γj

NnmdS

Λnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(ri, θi)ϕ̃j (3.34)

となる。さらにこれを式 (3.27)に代入すると，ζ が消去された形で，膜振動場と音場が連成した方程式が
得られる。

−
∑
j

∫
Γj

∂2ψ

∂ni∂n
dSϕ̃j =

jω

ρM

∑
n,m

fNnm(rs, θs)

Λnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(ri, θi)

+
ω2ρ

ρM

∑
j

Γj∈ΓM

∑
n,m

∫
Γj

NnmdS

Λnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(ri, θi)ϕ̃j (3.35)

ここで
∑

j
Γj∈ΓM

は，膜面 ΓM 内の j 番目の境界要素についての和を表す。未知数である速度ポテンシャル

表裏差に関する項を左辺に移項すると，∑
j

ai,j ϕ̃j +
∑

j
Γj∈ΓM

bi,j ϕ̃j = ci (3.36)

となる。ただし，

ai,j = −
∫
Γj

∂2ψ

∂ni∂n
dS (3.37)

bi,j = −ω
2ρ

ρM

∑
n,m

∫
Γj

NnmdS

Λnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(ri, θi)

(3.38)

ci =
jω

ρM

∑
n,m

fNnm(rs, θs)

Λnm(ω2
nm − ω2)

Nnm(ri, θi) (3.39)

である。すべての i番目の要素についての方程式を並べると，

[H +G] ϕ̃ = q′ (3.40)

というマトリクス方程式として表される。新しく導入した G，q′ はそれぞれ，膜の振動変位と音場の速
度ポテンシャル間の相互作用を表すマトリクス，膜への機械的な加振圧力が音場に対して振動境界として
働くことを表すベクトルとなっている。この方程式を解くことにより，境界上の速度ポテンシャル表裏差
が得られる。さらに得られた速度ポテンシャル表裏差を式 (3.15)に代入することによって，音場内の任
意の受音点での速度ポテンシャルを計算することができる。
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マイクロホン
SONY ECM-77B

マイクロホンアンプ
YAMAHA MLA7

FFT アナライザー
ONO SOKKI CF4220A

図 3.4: 測定系のブロックダイアグラム

3.2 実測結果との比較
3.2.1 計算条件と測定方法

解析手法の妥当性を検証するため，計算結果と実測結果を比較する。解析対象は膜鳴楽器の一つである
ティンパニとし，ティンパニのヘッドに衝撃性外力を与えたときの放射音の周波数応答関数を計算と実
測によって求めた。実測における具体的な測定方法は無響室内に設置したティンパニのヘッドをドラム
スティックを使って単位インパルス関数的に加振し，放射音をマイクロホンにより収音，FFTアナライ
ザーで周波数応答関数を測定した。測定に使用した機材は以下の通りである。

• マイクロホン: SONY ECM-77B

• マイクロホンアンプ: YAMAHA MLA7

• FFTアナライザー: ONO SOKKI CF4220A

測定系のブロックダイアグラムを図 3.4に，実際に測定に使用したティンパニと機材の写真を図 3.5に示
す。FFTアナライザーのサンプリング周波数は 1280 Hzとし，1024ポイントの信号を周波数分析した。
加振点 1点と受音点 1点の組み合わせにつき 10回測定を行い，加算平均した。なお，実際のティンパニ
ヘッドは曲げ剛性を有しているが，提案手法では曲げ剛性を考慮していない。数値計算と条件をそろえる
ため，測定においては曲げ剛性の影響が張力よりも相対的に小さくなるよう，ペダルを最大まで踏んでで
きるだけ張力が大きい状態にして測定を行った。
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図 3.5: 測定に使用したティンパニと機材

S1(0.1, 0, 0)
S2(0.2, 0, 0)

R1(0, 0, 1)

R2(1, 0, 1)
0.29

0.46

Unit: [m]

図 3.6: 計算と実測に用いたティンパニの形状と加振点および受音点
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計算ではケトルの振動については考慮せず，音響的に剛であるものとして扱う。計算および実測に用
いたティンパニの形状，加振点，受音点は図 3.6 のとおりである。膜の半径は 0.29m，ケトルの高さは
0.46m，膜の面密度は 0.26kg/m2，張力は 6200N/mとした。面密度は 0.1[m] × 0.1[m]だけ切り取った
ティンパニヘッドの質量を測定し，算出した。張力については測定が困難なため，文献 [10] にならい，
(1, 1)次の固有周波数が実測値に合うような張力を計算に用いた。加振点については異なる点をたたいた
ときの変化についても検証するため，通常の演奏位置に限定せず，半径をおおよそ 3分割する 2点に設定
した。計算におけるケトルの形状は，図 3.6の z 軸を含む平面で見たときに膜の直径を短軸，ケトルの高
さの 2倍を長軸とする楕円を半分にしたものとした。境界要素には四角形一定要素を用い，840個の要素
に分割した。このとき，500Hzの膜振動場の波長 0.31mに対する最大要素寸法比は約 0.16であった。な
お，このとき空気中の音波の波長は 0.69mであり，その波長に対する最大要素寸法は 1/10以下である。
楕円体であるケトルを形状関数が 1次関数となる四角形要素で分割しているが，波長に対して十分小さい
要素を用いているため，楕円体を多面体で近似していることの音響的な影響は小さいものと判断した。膜
振動場の固有モードについては，半径方向，円周方向ともに 10次までのモードを計算に使用した。

3.2.2 計算結果と考察

図 3.7から 3.10に提案手法による周波数応答関数の計算結果と実測結果を示す。1 次の共振周波数に
おける音圧レベルを 0dBとして正規化して表示している。まず，共振周波数を示すピークの位置が計算
結果と実測結果においておおむね一致していることが分かる。ピーク間の細かいレベル差については，今
回の提案手法においては膜振動内部の減衰を考慮していないことや実測における加振圧力が実際には理想
的な単位インパルス関数になっていないことによるものだと考えられる。
受音点ごとの違いを見ると，中心軸上に受音点 R1 がある場合，図 3.7，3.9 において，(0, 1) モード

(177Hz)や (0, 2)モード (360Hz)のような軸対称モードによるピークは，大きく観測されているのに対
して，(1, 1)モード (218Hz)，(2, 1)モード (327Hz)，(3, 1)モード (431Hz)といった非軸対称モードに
対応するピークは小さい。これは受音点 R1が膜の中心のちょうど真上にあたり，双極子や四重極子から
の放射効率が悪いためである。また，側方に受音点 R2がある場合，図 3.8，3.10を見ると，これらの非
軸対称モードの影響が大きく見られる。受音点 R2は，加振点と膜の中心を結ぶ直線上にある。つまり，
膜のいずれのモードの節線上にも乗ることはないため，非軸対称モードからの寄与も大きく観測される。
計算結果，実測結果ともにこの傾向が確認できる。
次に加振点ごとの違いを見てみると，計算結果，実測結果のいずれからも，加振点が S2のときの (1, 1)

モード (218Hz)，(2, 1)モード (327Hz)，(3, 1)モード (431Hz)，および (0, 2)モード (360Hz)に対応す
るピークが加振点が S1のときに比べて相対的に大きくなっていることが分かる (図 3.8，3.10)。言い換
えると，(0, 1)モードは他のモードと比べて小さくなっている。これは (0, 1)モードは膜の中心が腹とな
るのに対して，(1, 1)，(2, 1)，(3, 1)モードについては膜の中心に節線が集まるため，中心に近い S1よ
りも S2を加振したときのほうが，これらのモードがより励起されるためである。また，(0, 2)モードに
ついては，膜を支持している周辺に加えて，中心からの距離が 0.127mの円が節となる。加振点 S1はこ
の節線に近いが，加振点 S2は二つの節線からも遠いため，S2のほうがこのモードをより励起しやすいと
いうことが言える。これらの傾向が実測結果とよく合致するため，構築した解析手法が膜鳴楽器の解析手
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図 3.7: ティンパニの周波数応答関数 (加振点 S1(0.1, 0, 0), 受音点 R1(0, 0, 1))

図 3.8: ティンパニの周波数応答関数 (加振点 S1(0.1, 0, 0), 受音点 R2(1, 0, 1))
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図 3.9: ティンパニの周波数応答関数 (加振点 S2(0.2, 0, 0), 受音点 R1(0, 0, 1))

図 3.10: ティンパニの周波数応答関数 (加振点 S2(0.2, 0, 0), 受音点 R2(1, 0, 1))
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表 3.1: ケトルの寸法と要素数

A B C D E

半径 [m] 0.29

高さ [m] 0.46 0.23 0.30 0.15 0.30

容積 [m3] 0.08 0.04 0.08 0.04 (0.08)

要素数 840 756 990 858 738

法として妥当であると判断した。

3.3 提案手法を用いた膜鳴楽器の設計
3.3.1 評価関数の定義

ここでは，音響振動連成解析に基づくティンパニの設計例を示す。様々な設計方針を考えることができ
るが，ティンパニの固有周波数の特徴に着目した評価関数を用いることとする。実測結果との比較から，
構築した解析手法は周波数応答関数のピークを適切にとらえているため，固有周波数についての評価は正
しくできるものと判断した。理想的な膜振動の固有周波数は整数比にならないにも関わらず，膜鳴楽器の
一つであるティンパニは，(1, 1)，(2, 1)，(3, 1)，(4, 1) 次の固有周波数が空気質量負荷の影響により，
2:3:4:5という整数比に近くなり，ピッチ感を有することはよく知られている [9, 10]。本論文では構築し
た解析手法を用いて，次のように定義される評価関数をできるだけ小さくするパラメータについて検討
する。

Q =

√√√√1

4

4∑
n=1

(
fn,1
f1,1

− hn

)2

(3.41)

h1，h2，h3，h4 はそれぞれ，1，1.5，2，2.5である。Qは固有周波数の比と整数値の二乗平均平方根誤差
を示しており，この値が小さいほど固有周波数が整数比に近いことになる。なお，上記の定義は文献 [14]

において用いられている Qを平均して平方根をとったものである。以下ではこの評価関数 Qを用いて，
固有周波数が整数比に近くなる物性値や形状について検討する。

3.3.2 計算条件

ヘッドの張力と面密度，およびケトル形状を変化させて計算を行った。張力 T [N/m]は，1000，2000，
3000，4000，5000，6000，7000，8000の 8通り，面密度 ρM [kg/m2]は，0.1，0.2，0.3，0.4，0.5の 5

通り，ケトルの形状は 5つとし，計 200通りのティンパニについて，それぞれの Qを算出した。張力は
Christian らの論文 [10] で用いられている値を参考にして，妥当と考えられるオーダーで範囲を設定し
た。面密度の参考値として挙げるならば，一般的なティンパニヘッドの面密度が約 0.26kg/m2，スネアド
ラムのバターヘッドの面密度が重いもので約 0.5kg/m2，本来たたく用途ではないが，スネアヘッドの面
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Kettle A Kettle B

Kettle C Kettle D

図 3.11: 計算したケトルの形状

密度が約 0.1kg/m2 である。計算で検討したケトルの形状を図 3.11に示す。Aを典型的なケトルの形状
として，その容積を V0 としたとき，容積を V0/2にしたものを B，容積は V0 だが底を平らな円筒形にし
たものを C，容積が V0/2の円筒形を Dとした。また，図には示していないが Cと同じ形で底が開いて
いるものを Eとした。各ケトルの寸法と要素数は表 3.1に示すとおりである。要素の大きさは，いずれの
計算条件においても膜の (4, 1)次固有周波数における波長の 1/5より小さくなるように設定した。なお，
今回検討した範囲においては空気中の音波の波長よりも膜振動場の波長のほうが小さくなり，したがって
空気中の音波についてもこの条件を満たしている。
なお，式 (3.41)の fn,1 の求め方であるが，BEMは固有周波数を直接計算することができない。その
ため，周波数をずらしながら膜面上の 80点の変位分布を計算し，式 (3.3)から求まる固有関数との内積
が最大となる周波数を固有周波数と判断した。この周波数は周波数応答関数上のピークの周波数とも一致
することを確認した。

3.3.3 計算結果と考察

まず，評価関数 Qと固有周波数比の対応を見るために，各ケトル形状における評価関数の最小値 Qmin

と，そのときの固有周波数比を表 3.2に示す。表中のMembrane in vacuoは真空中で振動する理想的な
膜を表している。理想的な膜の場合には固有周波数が整数比から大きくずれているのに対して，各ケトル
に適切に設計されたヘッドは固有周波数がかなり整数比に近くなっている。Q の最小値だけで比較する
と，容積が小さいケトル B，Dよりもケトル A，Cのほうが整数比に近い傾向にあることが分かる。ま
た，Qを最小とする張力と面密度が形状ごとに異なる，言い換えると，張力と面密度の最適値はどのよう
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表 3.2: 各ケトル形状における評価関数の最小値 Qmin と固有周波数比

Kettle A Kettle B

T = 4000, ρM = 0.2 T = 7000, ρM = 0.3

mode fnm[Hz] fnm/f11 fnm[Hz] fnm/f11

1,1 188 1.00 218 1.00

2,1 286 1.52 331 1.52

3,1 377 2.00 438 2.01

4,1 468 2.48 536 2.46

Qmin = 0.0128 Qmin = 0.0226

Kettle C Kettle D

T = 2000, ρM = 0.2 T = 5000, ρM = 0.3

mode fnm[Hz] fnm/f11 fnm[Hz] fnm/f11

1,1 135 1.00 184 1.00

2,1 205 1.52 282 1.54

3,1 271 2.01 370 2.02

4,1 334 2.48 456 2.48

Qmin = 0.0158 Qmin = 0.0218

Kettle E Membrane in vacuo

T = 8000, ρM = 0.2

mode fnm[Hz] fnm/f11 fnm/f11

1,1 261 1.00 1.00

2,1 396 1.52 1.34

3,1 522 2.00 1.66

4,1 647 2.48 1.98

Qmin = 0.0121 Q = 0.321

な形状に対しても不変というわけではないことを示している。
より詳細に各設計変数と評価関数 Qの関係を考察するため，図 3.12にそれぞれ，ケトル形状を Aから

Eにしたときの Qの分布を示す。横軸は張力，縦軸は面密度，色が暗いところほど Qの値が小さい，つ
まり固有周波数が整数比に近いことを表す。実際に計算したのは横軸 8点，縦軸 5点の計 40点であるが，
それらを線形補間してコンター図を描いている。
まず全体的な傾向として言えることは，図 3.12において今回計算した範囲内では横方向の変化よりも
縦方向の変化が顕著である，つまり張力の変化よりも面密度の変化のほうが固有周波数比に与える影響が
大きいということである。Christianらの論文において，張力を変化させても固有周波数比に大きく影響
しないということは述べられているが [10]，面密度についても同様のことが言えるというわけではない。
これは空気による付加質量が膜の質量と近く，かつ周波数依存性があるためだと考えられる。膜を無限
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バフル中のピストンで近似すると，空気による付加質量は低周波の場合，空気の密度 ρ0 と膜の半径 aよ
り (8/3)ρ0a

3 で近似できる [9]。a = 0.29のとき，付加質量を面積で除した面密度は約 0.31kg/m2 とな
り，今考えている膜の面密度と近い値をとる。そのため，空気の付加質量は膜の質量と同程度作用してお
り，かつ厳密には周波数の関数であるため，固有周波数比に与える影響が大きいと考えられる。一方，ケ
トル内部の空気の音響スチフネスを考えると，対象としている (1, 1)，(2, 1)，(3, 1)，(4, 1)モードはい
ずれもケトル内部の空気の体積を変化させない。つまり，これらのモードに対してケトル内部の空気の音
響スチフネスについては作用しておらず，膜の張力によるスチフネスのほうが支配的であると言える。こ
れらのことから，面密度の変化が膜と空気の連成に与える影響のほうが張力による影響よりも大きく，し
たがって面密度の変化が固有周波数比に与える影響も大きいと考えられる。
次に典型的なケトル Aと同じ容積の円筒形のケトル Cを比べると，大きな差は見られない。どちらも
面密度が約 0.2kg/m2 で Qが最小となる。このことから典型的な容積をもつティンパニの場合は，ケト
ルの形状は必ずしも Aのような楕円形である必要はないということが言える。円筒形のケトルでモデル
化しても実測値と良く一致するという Christianらの結果 [10]を本計算からも確認することができた。
またケトルの容積が異なる，Aと B，および Cと Dを比べると，容積が小さい Bや Dは特に面密度
が 0.2kg/m2 より小さいと Qの値が Aや Cよりも大きくなっている。加えて，Bと Dでは張力に対す
る Qの感度が大きくなる傾向にある。特に Dはそれ以外の結果と比べて，張力の変化による Qへの影響
が大きく，Qが極小となる場所 (T, ρM )が面密度が 0.2～0.3kg/m2 の斜めの領域に広がっていることが
分かる。つまり，張力によって最適な面密度が異なるということである。ティンパニは演奏中でもペダル
によって張力を可変としているが，演奏中に面密度を変えることは現実的ではない。そのため，このよう
な性質は好ましくない。典型的なティンパニの容積よりも小さい容積のケトルを採用する場合は，これら
のことより，ヘッドをやや重くし，ケトルの形状は少なくとも楕円形としたほうがよいと予想される。ま
た，このことから Christianらの手法 [10]のようにケトル形状を円筒形のみでモデル化することは十分で
はないと言える。
ケトル Eは底面が閉じていない円筒形であるが，Aや Cの結果と大きくは変わらない。つまり，この
ような形状でも整数比に近い固有周波数を作り出すことが可能であると言える。面密度が 0.2kg/m2 よ
り小さいときの Qを見てみると，E以外は Qが急激に大きくなるのに対して，Eの場合にはその変化が
他のケトルに比べてなだらかであり，0.1kg/m2 のときの Qは他のケトル形状より小さい。したがって，
ヘッドを軽くしたい場合には，このような底が空いた円筒形のケトルにすることで固有周波数を整数比に
近づけることができると予想される。
以上を総合すると，固有周波数を整数比に近づけるためのヘッドの張力，面密度，ケトルの形状，およ
び容積の最適値には相互依存関係があり，それぞれ独立に最適値があるわけではないと考えられる。すな
わち，それらの設計変数を x1, x2, . . .とし，評価関数 Q(x1, x2, . . .)がそれらの多項式で近似できると仮
定したとき，x1, x2, . . .が直交し，かつ x1, x2, . . .や x21, x

2
2, . . .といったそれぞれの設計変数のみに関す

る項から構成されるとすれば，評価関数の谷が図 3.12(b)や 3.12(d)のように傾くことはない。つまり，
式 (3.41)の Qで与えられる評価関数が x1x2 のような設計変数のクロスタームを含むということを示唆
している。このことは同時に，評価関数が非線形であり，この評価関数を最小化する最適化問題は非線形
計画問題であると言える。本論文では取り扱わないが，最適化アルゴリズムを用いる場合にはこのことを
考慮してアルゴリズムを選択する必要がある。
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(a) ケトル形状 A(Qmin(T = 4000, ρM = 0.2) = 0.0128) (b) ケトル形状 B(Qmin(T = 7000, ρM = 0.3) = 0.0226)

(c) ケトル形状 C(Qmin(T = 2000, ρM = 0.2) = 0.0158) (d) ケトル形状 D(Qmin(T = 5000, ρM = 0.3) = 0.0218)

(e) ケトル形状 E(Qmin(T = 8000, ρM = 0.2) = 0.0121)

図 3.12: 各ケトルにおける評価関数 Qの分布
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これまでは基礎的な検討としてヘッドの張力と面密度を設計変数とし，評価関数全体を描いた。しか
し，実際のティンパニはペダルを踏むことによって張力を調整し，演奏中でもピッチを変えることを可能
にしている。つまり，張力を変化させても固有周波数比が整数比に近いままであることが要求される。そ
こで次に評価関数 Qを張力に関して平均をとった Q̄について考える。
面密度を横軸にとり，張力についての Qの平均 Q̄をプロットしたものが図 3.13である。エラーバー
は標準偏差を表しており，Q̄が小さく，かつ標準偏差も小さいことが望ましい。最適なヘッドの面密度は
ケトルの容積が大きいほど小さく，ケトルの容積が小さいほど大きい傾向にあり，やはり最適な面密度
はケトルの容積によって異なるということが分かる。標準偏差についても考慮した上で Q̄が最小となる
のは，典型的なケトル Aに面密度が 0.2 kg/m2 のヘッドを採用したときである。前節の測定に使用した
ティンパニヘッドの面密度は 0.26 kg/m2 であり，かなり最適化されていると言える。それ以外のケトル
形状であっても，ケトル Bであれば 0.3 kg/m2，ケトル Cであれば 0.2 kg/m2 と言ったように，適切な
面密度のヘッドを採用することである程度評価関数の値を小さく，つまり固有周波数を整数比に近くする
ことが可能であると考えられる。特筆すべきは底面が空いているケトル Eである。ヘッドの面密度を 0.2

kg/m2 としたときの Q̄は，今回計算した範囲の中ではかなり小さい値をとっており，このようなケトル
形状であっても適切な面密度のヘッドと組み合わせれば，整数比に近い固有周波数比を得られるというこ
とを示唆している。ただし，評価関数 Qおよび Q̄はあくまで固有周波数の比のみを考慮しているもので
あり，それ以外の音響特性については違う視点での評価，考察が必要である。
今回示した結果は一つの計算例であり，限られた範囲における検討であるが，今後，設計変数として容
積，形状について探索範囲を広げていくことでより最適な条件に到達する可能性もある。音響振動連成解
析に基づいて，これまで試作や実験だけでは検討が困難であった様々なケトル形状やそれに最適な張力，
面密度を設計することが可能であろう。また，今回用いた評価関数やティンパニに限らず，様々な膜鳴楽
器の設計を効率化できると考える。

3.4 まとめ
本章では，円形膜振動場の理論解析解と音場の法線方向微分型境界要素法を用いた膜鳴楽器の効率的な
解析手法を構築し，実測結果との比較を行い，解析手法としての妥当性を示した。音響振動連成解析に基
づく膜鳴楽器の設計例としてティンパニをとりあげ，その固有周波数を整数比に近づけるための影響要因
として，既往の研究における張力とケトル容積だけでなく，新たに面密度とケトル形状を考慮し，かつそ
れらの相互依存性についても調べた。本章で得られたティンパニの設計における知見は以下のとおりで
ある。

1. 固有周波数を整数比に近づけるためのヘッドの張力，面密度，ケトルの形状，および容積は，それ
ぞれ独立に最適値があるわけではなく，それらの最適値には相互依存性があると考えられる。

2. ヘッドの張力よりも面密度の変化のほうが固有周波数比に与える影響が大きい。

3. 典型的な容積のケトルの場合，ヘッドは面密度が約 0.2kg/m2 となる材質が望ましい。

また，特殊な場合として，
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(a) ケトル形状 A
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(b) ケトル形状 B
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(c) ケトル形状 C
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(d) ケトル形状 D
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(e) ケトル形状 E

図 3.13: 面密度に対する評価関数 Q̄
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4. 容積が小さいケトルを採用する場合には，ヘッドの面密度が 0.3kg/m2 程度となるようにし，ケト
ルの形状は楕円形とすることが望ましい。

5. 面密度が小さいヘッドを採用する場合には，底が空いた円筒形のケトルとするとよい。

本章の解析手法では膜の曲げ剛性は考慮していない。空気負荷の影響に比べればその影響は小さいが，
曲げ剛性によって固有周波数がわずかに高くなることが知られている [9]。曲げ剛性をもつ膜 (張力のか
かった板)振動場の理論解析解は求められないため，マトリクスの自由度は大きくなるが，FEMなどの
数値解析手法を用いることで膜の曲げ剛性を考慮した解析を行うことができる。そこで次章では，膜の曲
げ剛性を考慮した解析手法として，スペクトル法を用いた手法を提案する。
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第 4章

スペクトル法による張力を有する円形薄
板振動場の解析

ドラムやティンパニに張られているヘッドは曲げ剛性をもっており，その影響によって理想的な膜より
も固有周波数が大きくなる [9]。そのため，厳密な解析のためにはヘッドを曲げ剛性を有する膜，もしく
は張力を有する薄板としてモデル化する必要がある。張力を有する円形薄板振動は，固有値については固
有多項式の零点から求められ [24, 25]，空間離散化の必要はない。しかし，強制振動については理論解析
解を求めることはできないため，空間離散化に基づく数値解析手法が必要となる。そこで高精度な数値解
析手法であるスペクトル法を張力を有する円形薄板振動場に適用する。
弾性板の解析にスペクトル法を用いた例はいくつか発表されている [26–28]。中でも LeeらはMindlin

の理論に基づく円形厚板を対象として，スペクトル法による固有値解析を行った [26]。ただし，この研究
では振動変位が円周方向に一様な軸対称問題のみを扱っており，円周方向に変化がある場合は考慮されて
いない。
本章では，半径方向の解析にスペクトル法，円周方向の解析にフーリエ級数展開を用いた解析手法を提
案する。フーリエ級数展開を用いることで，非軸対称振動場でも円周方向を離散化することなく，効率良
く解析することができる。提案手法による計算結果を FEMと比較し，提案手法が少ない未知数でも高精
度の数値解が得られることを示す。

4.1 提案解析手法
4.1.1 張力を有する円形薄板振動場の振動方程式

図 4.1 のような円座標系における張力のかかった薄板の振動方程式は，次の微分方程式で与えられ
る [24]。

B∇4ζ − T∇2ζ + ρh
∂2ζ

∂t2
= f (4.1)
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Stretched circular plate

図 4.1: 円形薄板の解析モデル

ここで，ζ は振動変位，f は加振圧力，B は曲げ剛性，T は張力，ρは密度，hは厚さである。また，微分
作用素は円座標系のものであり，
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で表される。曲げ剛性 B はヤング率 E，厚さ h，ポアソン比 ν から，次式によって求められる。

B =
Eh3

12(1− ν2)
(4.4)

式 (4.1)において，B = 0, T ̸= 0のときは膜の振動方程式，B ̸= 0, T = 0のときは薄板の振動方程式，
B ̸= 0, T ̸= 0のときは張力のかかった薄板の振動方程式を表す。
今考えている薄板の形状は円形であるので，円周方向の周期性を利用して振動変位と加振圧力をフーリ
エ級数展開し，また角周波数 ω の調和振動を仮定すると，

ζ(r, θ, t) =

∞∑
n=0

ζn(r) cos(nθ)e
jωt (4.5)

f(r, θ, t) =
∞∑

n=0

fn(r) cos(nθ)e
jωt (4.6)

と表される。なお，ここでは薄板上のある 1点に加振圧力が与えられ，そこを θ軸の原点として，振動変
位と加振圧力がともに θ に関して偶関数になると想定し，余弦関数で展開している。これらを式 (4.1)に
代入し，三角関数の直交性を利用すると最終的に次式が得られる。

B∇4
nζn − T∇2

nζn − ρhω2ζn = fn (4.7)
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図 4.2: 変位ベクトルの置き換え
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である。式 (4.7) は n 次の展開係数 ζn(r) に関する方程式を表しており，半径方向のみの微分方程式に
なっていることが分かる。上式より有限個の ζn(r)を求め，式 (4.5)に従って重ね合わせることで任意の
(r, θ)における変位を求めることができる。

4.1.2 半径方向の離散化

次に半径 r方向を Chebyshevノードに離散化し，式 (4.7)に微分マトリクスを適用する。このとき，半
径が aの円形板の区間 r ∈ [0, a]に Chebyshevノードを採用すると，境界ではない原点付近にも節点が
密に集まってしまい，非効率である。そこで，区間 [−a, a]を Chebyshevノードに離散化することを考え
る。Chebyshevノードは通常，区間 ξ ∈ [−1, 1]において定義されるため，次のように座標変換しておく。

r = aξ, − 1 ≤ ξ ≤ 1 (4.10)

これより，r についての偏微分は次のように書ける。

∂

∂r
=
∂ξ

∂r

∂

∂ξ
=

1

a

∂

∂ξ
(4.11)

この座標変換を用いて，r ∈ [−a, a]を Chebyshevノードに離散化できる。ただし，円周方向のフーリエ
級数展開 (4.5)，(4.6)は周期を 2π と仮定しているため，r ∈ [−a, 0]の区間は冗長である。そこで，次の
条件

ζ(r, θ) = ζ(−r, (θ + π)(mod2π)) (4.12)

を満たすように，r ∈ [0, a]の範囲の節点のみ用いる方法を考える [5]。
まず，r ∈ [0, a]の節点数を Lとし，M = 2L− 1とおいて次のように微分マトリクスD の成分を並び
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替える。

(D1)i,j = Di,j (4.13)

(D2)i,j = Di,M−j (4.14)

(D3)i,j = Di+L,j (4.15)

(D4)i,j = Di+L,M−j (4.16)

i, j = 0, 1, . . . , L− 1

D を 4つの L行 L列のブロックマトリクスに分けたとき，D1 とD3 はそれぞれ左上と左下のブロック
マトリクスであり，D2 とD4 はそれぞれ右上と右下のブロックマトリクスの列を反転したマトリクスに
相当する。また，展開係数 ζn(r)を区間 [−a, a]で離散化した変位ベクトル ζn については，図 4.2に示す
ように次の二つのベクトルに分けて考える。

(ζn,1)j = (ζn)j (4.17)

(ζn,2)j = (ζn)M−j (4.18)

j = 0, 1, . . . , L− 1

ただし，ζn,1 は r ∈ [0, a]の変位，ζn,2 は r ∈ [−a, 0]の変位を離散化した変位ベクトルを表している。並
べ替えた微分マトリクスと変位ベクトルの積を書き下すと，

D′ζ′
n =

[
D1 D2

D3 D4

]{
ζn,1

ζn,2

}
(4.19)

となる。ここで展開係数 ζn と展開している関数 cosnθ との積が式 (4.12)を満たすためには，

ζn,1 cosnθ = ζn,2 cos(n(θ + π)(mod2π)) (4.20)

でなければならない。nが偶数のとき，上式は

ζn,1 cosnθ = ζn,2 cosnθ (4.21)

となるので，結局

ζn,1 = ζn,2 (4.22)

を満たさなければならない。このとき，次の式が成立する。(
D′ζ′

n

)
0:L−1

= [D1 +D2] ζn,1 = [D3 +D4] ζn,1 (4.23)

すなわち，D̄ = D1 +D2 として新たな微分マトリクスを構成することで，r ∈ [0, a]の区間のみを離散
化すればよいことになる。また，円座標系において r = 0の点は特異点となるが，M を奇数とすること
によって特異点における特別な処理は必要なくなる。
上記の操作において注意しなければならないのは，式 (4.22)は式 (4.12)だけでなく，

ζ(r, θ) = ζ(−r, θ) = ζ(r,−θ) (4.24)
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という条件，つまり ζ が rに関して偶関数になるという条件を課してしまっているということである。展
開次数 nが奇数のとき，式 (4.22)に対応する条件は，

ζn,1 = −ζn,2 (4.25)

である。この場合については，

ζn(r) = −ζn(−r) (4.26)

を満たすように補間多項式を修正することで，式 (4.25)を満足するようにする。この方法について次項
で述べる。

4.1.3 境界条件と補間多項式

ここでは境界条件とそれを満たす補間多項式について考える。式 (4.7) は 4 階の微分方程式であるた
め，周辺において二つの境界条件が必要となる。しかし，スペクトル法では通常，一つの節点につき一つ
の方程式しか得られないため，境界における方程式を境界条件で置き換えるという方法では二つの境界条
件を課すことはできない。そのため，境界条件の処理に工夫が必要となる。両端固定条件においては，境
界条件を満たすように補間多項式を構成する方法が提案されており [29]，本手法でもこの方法を用いるこ
ととする。
r ∈ [0, a]に L個の離散化された変位があるとき，

pn(rj) = ζn(rj), j = 0, 1, 2, . . . , L− 1 (4.27)

を満たす補間多項式 pn(r)によって ζn(r)を近似する。板周辺の境界条件が固定の場合，周辺において変
位とその傾きが 0となる，つまり補間多項式は，

pn(±1) =
∂pn
∂r

(±1) = 0 (4.28)

を満たさなければならない。さらにこの条件に加えて，前項でも述べたように展開次数 nが奇数であれば
ζn(r)が奇関数，nが偶数であれば ζn(r)が偶関数となる条件が必要である [30]。そこで補間多項式を次
のように構成する。

pn(r) = (1− r2)qn(r), n = 0, 2, 4, . . . (4.29a)

pn(r) = r(1− r2)qn(r), n = 1, 3, 5, . . . (4.29b)

ここで qn(r)は，

qn(±1) = 0 (4.30a)

qn(rj) =
ζn(rj)

1− r2j
, n = 0, 2, 4, . . . (4.30b)

qn(rj) =
ζn(rj)

rj(1− r2j )
, n = 1, 3, 5, . . . (4.30c)

を満たす最大 L− 1次の多項式である。上述したように，式 (4.22)は ζn(r)が偶関数となることを強制し
ていることから，式 (4.29a)，(4.29b)のように補間多項式を構成することで，pn(r)は nが偶数のとき偶
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関数，nが奇数のとき奇関数となる。また，同時に周辺における固定の条件 (4.28)を満たす。式 (4.29a)，
(4.29b)の 4階微分はそれぞれ，

p(4)n (r) = (1− r2)q(4)n (r)− 8rq(3)n (r)− 12q(2)n (r), n = 0, 2, 4, . . . (4.31a)

p(4)n (r) = r(1− r2)q(4)n (r) + 4(1− 3r2)q(3)n (r)− 36rq(2)n (r)− 24q(1)n (r), n = 1, 3, 5, . . .(4.31b)

となる。上式を区間 [0, a]で r = rj , j = 0, 1, 2, . . . , L− 1に離散化，式 (4.27)，(4.30b)，(4.30c)を代入
し，微分マトリクスで書き表す。このとき，式 (4.11)の座標変換を用いると，

ζ̃
(4)

n =

[
1

a4
diag(1− r2j )D̃

(4) − 8

a3
diag(rj)D̃

(3) − 12

a2
D̃

(2)
]
diag(1/(1− r2j ))ζ̃n

= D̃
(4)

e ζ̃n n = 0, 2, 4, . . . (4.32a)

ζ̃
(4)

n =

[
1

a4
diag(rj(1− r2j ))D̃

(4)
+

4

a3
diag(1− 3r2j )D̃

(3) − 36

a2
diag(rj)D̃

(2) − 24

a
D̃

]
×diag(1/{rj(1− r2j )})ζ̃n

= D̃
(4)

o ζ̃n n = 1, 3, 5, . . . (4.32b)

となる。ここで，ζ̃n は変位ベクトル ζn から境界の節点変位に相当する成分を取り除いたもの，D̃
(4)，

D̃
(3)，D̃

(2) は微分マトリクス D̄を累乗した後，1行目と 1列目を取り除いたものである。これは周辺に
おいて変位が 0となる境界条件を満足させるために必要な処理である。
次に 3階以下の微分について考える。文献 [5]に従って，3階以下の微分には傾きについての境界条件
は与えず，変位についての境界条件と関数の偶奇の条件を与える。つまり，補間多項式を次のように構成
する。

p̂n(r) = q̂n, n = 0, 2, 4, . . . (4.33a)

p̂n(r) = rq̂n, n = 1, 3, 5, . . . (4.33b)

ここで q̂n(r)は

q̂n(±1) = 0 (4.34a)

q̂n(rj) = ζn(rj), n = 0, 2, 4, . . . (4.34b)

q̂n(rj) =
ζn(rj)

rj
, n = 1, 3, 5, . . . (4.34c)

を満たす最大 L− 1次の多項式である。
ここで注意すべきは，4階とそれ以外の階数の微分において異なる補間多項式，pn(r)と p̂n(r)を用い
ていることである。この二つの補間多項式はいずれも節点座標において節点値と等しい値をとる。つま
り，式 (4.29a)，(4.29b)，(4.30b)，(4.30c)，(4.33a)，(4.33b)，(4.34b)，(4.34c)より，

pn(rj) = ζn(rj) = (ζn)j , n = 0, 1, 2, . . . (4.35a)

p̂n(rj) = ζn(rj) = (ζn)j , n = 0, 1, 2, . . . (4.35b)
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を満たすため，変位ベクトル ζn を共通の未知数にすることができる。この二つの異なる補間多項式を用
いるという処理は，ここでは詳細は述べないが，本来存在しない固有値を除去するために必要となる特別
な処理である [30, 31]。
4階微分のときと同じように変位ベクトルの 3階，2階，1階微分を書き表すと，nが偶数のときは，

ζ(3)
n =

1

a3
D̃

(3)
ζ̃n = D̃

(3)

e ζ̃n (4.36)

ζ(2)
n =

1

a2
D̃

(2)
ζ̃n = D̃

(2)

e ζ̃n (4.37)

ζ(1)
n =

1

a
D̃ζ̃n = D̃

(1)

e ζ̃n n = 0, 2, 4, . . . (4.38)

となる。同じようにして nが奇数のときは，

ζ̃
(3)

n =

[
1

a3
diag(rj)D̃

(3)
+

3

a2
D̃

(2)
]
diag(1/rj)ζ̃n = D̃

(3)

o ζ̃n (4.39)

ζ̃
(2)

n =

[
1

a2
diag(rj)D̃

(2)
+

2

a
D̃

]
diag(1/rj)ζ̃n = D̃

(2)

o ζ̃n (4.40)

ζ̃
(1)

n =

[
1

a
diag(rj)D̃ + I

]
diag(1/rj)ζ̃n = D̃

(1)

o ζ̃n n = 1, 3, 5, . . . (4.41)

となる。これらを用いて，式 (4.7)を離散化すると，最終的の解くべきマトリクス方程式，[
BL(4)

n − TL(2)
n − ρhω2I

]
ζ̃n = f̃n (4.42)

が得られる。ただし，nが偶数のとき，

L(4)
n = D̃

(4)

e + 2RD̃
(3)

e − (2n2 + 1)R2D̃
(2)

e + (2n2 + 1)R3D̃
(1)

e + (n4 − 4n2)R4I (4.43)

L(2)
n = D̃

(2)

e +RD̃
(1)

e − n2R2I (4.44)

n = 0, 2, 4 . . .

であり，nが奇数のとき，

L(4)
n = D̃

(4)

o + 2RD̃
(3)

o − (2n2 + 1)R2D̃
(2)

o + (2n2 + 1)R3D̃
(1)

o + (n4 − 4n2)R4I (4.45)

L(2)
n = D̃

(2)

o +RD̃
(1)

o − n2R2I (4.46)

n = 1, 3, 5 . . .

である。ただし，R = diag(1/rj)である。式 (4.42)を有限個の nについて解き，式 (4.5)に従ってフー
リエ級数和を求めることで任意の円周方向 θにおける変位を求めることができる。

4.2 数値計算例
4.2.1 張力を有する円形薄板の固有値問題

ここでは前節で定式化した解析手法の妥当性と計算精度を検証する。まず，式 (4.42)の右辺を 0と置
いたときの固有値問題を解き，固有周波数を求める。周辺固定された張力を有する円形板の固有角周波数
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表 4.1: 張力を有する円形板の計算条件

半径 a[m] 1.0

厚さ h[m] 0.4× 10−3

密度 ρ[kg/m3] 1250

張力 T [N/m] 6000

ヤング率 E[Pa] 5.0× 109

ポアソン比 ν 0.3

ω は，空間離散化しない方法としては次の固有方程式を解くことで求めることができる [24]。

α
Jn+1(α)

Jn(α)
+ β

In+1(β)

In(β)
= 0 (4.47)

α2 =
Ta2

2B

(√
1 +

4ω2ρhB

T 2
− 1

)
(4.48)

β2 =
Ta2

2B

(√
1 +

4ω2ρhB

T 2
+ 1

)
(4.49)

ここで Jn と In はそれぞれ，n次の第一種ベッセル関数と n次の第一種変形ベッセル関数を表している。
この方程式を満たす固有角周波数をニュートン法によって求め，それから得られる固有周波数を理論値と
し，提案手法と FEMによって求めた固有角周波数の精度を比較した。なお，FEMの要素には軸対称 3

次要素を使用した。計算条件を表 4.1に示す。
表 4.2 に提案手法 (SCM) と FEM によって計算した固有角周波数を示す。SCM と FEMの数値はそ
れぞれの手法の自由度を表している。まず，提案手法は自由度を大きくするにつれて固有周波数が理論値
に近づいており，解析手法としての妥当性が確認できる。また，定式化の中で円周方向のモード次数 nの
偶奇によって補間多項式の形が変わることを述べたが，軸対称モード (n = 0)，非軸対称モードのうち奇
数次モード (n = 1)，偶数次モード (n = 2)のいずれも妥当な計算結果が得られていることが分かる。表
に示している範囲のモード次数であれば，自由度が 20で 3桁から 4桁の精度が得られており，自由度を
50にすると，7桁から 8桁の精度が得られている。それに対して FEMでは，自由度を 50にしても 2桁
か 3桁程度の精度しか得られていない。提案手法であれば FEMの半分以下の自由度で同等，もしくはそ
れ以上の精度が得られる。少ない自由度で高精度の数値解が得られるというスペクトル法の利点を，提案
手法においても確認することができた。
次に，より詳細に誤差が収束する様子を調べるため，理論値との相対誤差を提案手法と FEMで算出し
た。算出した相対誤差は次の式で定義されるものである。

εnm =
|f̄nm − fnm|

fnm
(4.50)

fnm は式 (4.47)，(4.48)，(4.49)から理論的に得られる固有周波数，f̄nm は提案手法，または FEMから
数値的に得られる固有周波数である。図 4.3に自由度を変化さたときの各固有周波数の相対誤差を示す。
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表 4.2: 提案手法 (SCM)と FEMにより計算した固有周波数 [Hz]

Mode Theoretical SCM FEM

(n,m) 10 20 30 40 50 50

(0, 1) 42.02051 41.97142 42.01833 42.02046 42.02051 42.02051 42.15001

(0, 2) 96.46042 96.35314 96.45849 96.46072 96.46043 96.46042 96.75738

(0, 3) 151.23569 151.06096 151.22916 151.23569 151.23568 151.23569 151.70045

(0, 4) 206.10543 205.86730 206.10054 206.10596 206.10545 206.10543 206.73744

(0, 5) 261.03249 260.28613 261.02173 261.03257 261.03249 261.03249 261.83128

(1, 1) 66.95444 66.87891 66.95224 66.95453 66.95444 66.95444 67.16071

(1, 2) 122.59925 122.46102 122.59525 122.59942 122.59925 122.59925 122.97640

(1, 3) 177.80765 177.60692 177.80182 177.80789 177.80765 177.80765 178.35353

(1, 4) 232.90805 232.65711 232.90045 232.90837 232.90806 232.90805 233.62153

(1, 5) 287.98478 287.68614 287.97531 287.98516 287.98478 287.98478 288.86535

(2, 1) 89.74136 89.63958 89.73843 89.74149 89.74136 89.74136 90.01775

(2, 2) 147.10136 146.93402 147.09650 147.10156 147.10137 147.10136 147.55358

(2, 3) 203.10239 202.87094 203.09581 203.10267 203.10240 203.10239 203.72538

(2, 4) 258.67039 258.24019 258.66172 258.67074 258.67040 258.67039 259.46210

(2, 5) 314.06217 313.82012 314.05213 314.06261 314.06218 314.06217 315.02192

三つの異なる円周方向のモード次数 nについて，半径方向のモード次数mを 1と 10として，全部で 6個
の固有周波数の相対誤差を示している。いずれのモード次数の固有周波数においても，提案手法は少ない
自由度でも誤差が小さい。また，自由度を大きくしていくと誤差が急速に収束し，最終的に 10桁以上の
精度をもつことが分かる。一方，FEMは提案手法に比べて誤差が大きく，収束もかなり緩やかである。
実用的なシーンにおいて節点数をどのように設定するべきかは重要な問題である。Helmholtz 方程
式の場合には，Chebyshev ノードの間隔が疎になる中心において 1 波長あたりの節点数 (Points Per

Wavelength: PPW)が 2以上であれば，3桁の精度の固有周波数と妥当な固有モード形状が得られるこ
とが文献 [5]に示されている。本章で対象としている張力を有する薄板の場合にも同様のことが言えるの
か，PPWと固有周波数の相対誤差の間にどのような関係があるのかを次に調べる。
張力を有する薄板を伝わる曲げ波の場合，角周波数 ωと波数 β の間には次のような分散関係がある [1]。

ω = β
√
γ2 + κ2β2 (4.51)

ここで γ =
√
T/ρh，κ =

√
B/ρhである。上式を β について解き，波長 λは β = 2π/λの関係より，

λ = 2π

√
2κ2

−γ2 +
√
γ4 + 4κ2ω2

(4.52)

で求められる。
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図 4.3: 未知数の数に対する固有周波数の相対誤差
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表 4.3: 円形膜の計算条件

半径 a[m] 1.0

厚さ h[m] 0.4× 10−3

密度 ρ[kg/m3] 1250

張力 T [N/m] 6000

ヤング率 E[Pa] 0

図 4.4 に PPW と固有周波数の相対誤差の関係を示す。一定の精度，例えば相対誤差が約 1% となる
PPWを比較すると，提案手法と有限要素法ともに固有周波数が低いほど多くの PPWを要し，固有周波
数が高くなるにつれて同じ精度を保つために必要な PPWが小さくなっている。最も多くの PPWを必
要とするのは (0, 1)次の固有周波数であり，相対誤差を 1%以下に抑えるためには，有限要素法で約 25

PPW，提案手法で約 5 PPW必要であることが分かる。
次に固有周波数ごとの誤差の傾向を調べるため，自由度を固定し，半径方向のモード次数mごとの固有
周波数の相対誤差を算出した。自由度を図 4.3において誤差がほぼ収束している 80としたときの半径方
向のモード次数ごとの相対誤差を図 4.5に示している。図の横軸は半径方向のモード次数 mである。ま
ず，FEMは全体的に相対誤差が大きく，半径方向のモード次数が大きくなるにつれて相対誤差は緩やか
に大きくなっている。それに対して提案手法では，自由度 80の約半分の 40次あたりの固有周波数までは
12桁以上の精度でほぼ横ばいになっている。しかし，40次を超えるあたりから誤差が急激に大きくなっ
ており，50次から 60次以上の固有周波数では FEMよりも誤差が大きくなっている。ただ，そのような
高次のモード次数になると提案手法，FEMともに精度が 1桁程度しかなく，実用的な精度ではない。3

桁以上の実用的な精度が保たれるモード次数で比較するならば，提案手法のほうが優位であると言える。
このような高次の固有値において誤差が急激に大きくなるという性質はスペクトル法特有の性質であ
る [30]。本論文では取り扱わないが，とくに時間領域解法においては安定性の問題と関わってくる重要な
性質である。これはスペクトル法における不等間隔な節点に起因するものであり，これを改善するために
物理空間では節点を等間隔に設定し，計算空間では Chebyshevノードで計算するという方法が提案され
ている [32]。この方法を用いると低次の固有値の誤差は大きくなるが，高次の固有値の誤差を改善するこ
とができる。

4.2.2 円形膜の強制振動問題

次に式 (4.42)の加振圧力の項を与えたときの強制振動問題を解き，変位分布を計算した。張力を有す
る円形薄板の強制振動の理論解析解は求められないため，曲げ剛性を 0とし，理想的な円形膜の強制振動
の理論解析解との相対誤差を算出した。計算条件は表 4.3に示す通りである。加振圧力の空間分布は次式
で表されるガウシアンパルスを与えた。

f(r, θ) =
1

2πσ2
exp

(
−r

2 − 2rr0 cos θ + r20
2σ2

)
(4.53)
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(c) (1, 1)次 (f = 67.0Hz, λ = 1.63m)
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(d) (1, 10)次 (f = 564Hz, λ = 0.195m)
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図 4.4: 1波長あたりの節点数 (Points Per Wavelength: PPW) に対する固有周波数の相対誤差
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ここで，r0 は加振圧力の中心位置であり，r0 = 0.75とした。また，σ は加振圧力の広がりを表す標準偏
差であり，σ = 0.1とした。このときの加振圧力の空間分布を図 4.6に示す。
今回は提案手法と軸対称要素を用いる FEMに加えて，円周方向も離散化して微分マトリクスを適用す
る従来の SCMを比較対象に加えた。提案手法と軸対称 FEMでは円周方向の変位はフーリエ級数展開を
用いて求めるため，フーリエ級数展開の打ち切り次数と離散化の点数を対応させて，変位の相対誤差を比
較した。半径方向の自由度はいずれも 100とした。真値とした理論解析解の打ち切り次数は，フーリエ級
数，ベッセル級数，それぞれ 30次と 20次とした。評価する誤差として，次式で定義される L2 相対誤差
を用いた。

ε =

√√√√∑J
j=1 |ζ̄(xj)− ζ(xj)|2∑J

j=1 |ζ(xj)|2
(4.54)

ζ(xj)は理論解析解により求めた変位，ζ̄(xj)は提案手法，FEM，円周方向も離散化する SCMにより求
めた変位，J は受振点の数である。
加振周波数を 125 Hz，250 Hz，500 Hzとしたときの受振点 6,400点 (半径方向 100点，円周方向 64

点)における変位分布の L2 相対誤差を図 4.7に示す。提案手法と軸対称 FEMでは，フーリエ級数展開の
打ち切り次数が円周方向の精度を決めるパラメータであり，一方，従来の SCMは円周方向の離散化点数
が円周方向の精度を決めるパラメータであると言える。そこで，グラフの横軸が提案手法と軸対称 FEM

はフーリエ級数の打ち切り次数，従来の SCMでは円周方向の離散化点数を表すようにした。
図 4.7のいずれの結果においても提案手法と FEMは，フーリエ級数の打ち切り次数を増やしていくと
誤差が急速に収束に向かっており，真値とした理論解析解で用いている 30次程度の打ち切り次数でほぼ
収束している。これはこの二つの手法は円周方向には理論解析解を用いていることと同等であるため，当
然の結果であると言える。それに対して円周方向にも離散化する従来の SCMでは，離散化点数を 30よ
り大きくしても誤差が収束していない。収束するためには円周方向に 60点程度の節点数が必要であるこ
とが分かる。また，収束した誤差を比べると，FEMよりも二つの SCMのほうが 2桁，もしくは 3桁程度
精度が高い。三つの周波数間で比較すると，周波数が高くなるにつれて二つの SCMと FEMの精度の差
は小さくなる傾向が見られる。これは前項で述べた，モードの次数が高くなるにつれて誤差が急激に大き
くなるというスペクトル法の性質に起因するものであると考えられる。しかし，FEMはそもそも同じ自
由度の SCMに比べて精度が悪い。そのため，さらに周波数を高くして両者の差がなくなったとしても，
そのときの L2 相対誤差は 0.1程度になると予想され，両者とも実用的であるとは言い難い。よって，L2

相対誤差が 0.01から 0.001程度の精度を要求するのであれば，SCMのほうが優位であると考えられる。

4.2.3 張力を有する円形薄板の強制振動問題

計算例の最後に，張力を有する円形薄板の周波数応答関数を示す。計算条件は表 4.1に示した条件と同
じとした。加振圧力は前項と同様に中心位置 r0 = 0.75，標準偏差 σ = 0.1のガウシアンパルスを与えた。
提案手法と FEMともに自由度は 20，フーリエ級数展開の打ち切り次数は 30とした。
図 4.8 と 4.9 は提案手法と FEM によって計算した受振点 (r, θ) = (0.9, 0), (0.9, π) における周波数応
答関数である。張力を有する円形薄板の固有周波数は 4.2.1項の方法で離散化することなく求めることが
できるが，強制振動の理論解析解は求めることができない。そこで固有周波数のみをグラフに縦に引いた
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実線で示している。ここでは減衰については考慮していないため，強制振動においてピークとなる周波数
は固有周波数に一致するはずである。周波数応答関数の概形としては提案手法と FEMで近い結果が得ら
れている。しかし，ピークをとる周波数を見てみると FEMは固有周波数からずれており，また周波数が
高くなるにつれてその誤差が大きくなっている。それに対して，提案手法ではピークの周波数が固有周波
数と高い精度で一致していることが分かる。

4.2.4 演算量

4.2.2項では，円周方向を離散化することなくフーリエ級数展開を用いる提案手法と，円周方向にも離
散化を行う従来のスペクトル法において円周方向の未知数の数を変化させたときの計算精度を比較した。
収束しきった誤差ではほとんど変わらないが，収束する速度が提案手法のほうが速いことを示した。本
項では両者の演算量について考える。なお，ここでは係数行列に非対称密行列をもつ連立一次方程式の
基本的な解法である LU分解を用いた場合の演算量を示す。N 次正方行列の LU分解にかかる演算量は
O(N3)である。
提案手法におけるフーリエ級数展開の打ち切り次数と円周方向を離散化する場合の節点数をともに N，
半径方向の節点数をM とする。従来のスペクトル法の係数マトリクスはMN 次であり，LU 分解にか
かる演算量は O(M3N3)である。一方，提案手法の場合は円周方向には離散化しないため，M 次のマト
リクスの LU分解を展開係数の数だけ，つまり N 回行うことになり，その総演算量は O(M3N)となる。
ただし，従来手法は連立方程式を解くと同時にMN 点の変位が求まるのに対して，提案手法はM 点の
物理的には意味のない展開係数しか求まらない。変位は展開係数を使って式 (4.5)によって求められ，1

点の級数和，つまり変位を求めるための演算量は O(N)，従来手法と同様にMN 点の変位を求めるとす
るとその演算量は O(MN2)となる。つまり，変位を求める級数和を含めた総演算量で比較しても，提案
手法の演算量 O(M3N) +O(MN2)のほうが従来手法の演算量 O(M3N3)より少ない。また，これまで
述べたように，N を大きくしたときの誤差の収束についても従来手法より提案手法のほうが速いことか
ら，提案手法は計算精度，演算量ともに優れていると言える。

4.3 まとめ
本章では膜鳴楽器のヘッドをより厳密にモデル化するため，張力を有する円形薄板振動場の解析手法を
提案した。円周方向の解析はその周期性を利用し，フーリエ級数展開することで計算の効率化を図った。
半径方向の解析手法として SCMを採用した。4階微分方程式に周辺固定条件を課すため，周辺固定条件
を満たすように 4階微分マトリクスの内挿関数を構成した。また，SCMにおいて r ∈ [−a, a]を離散化す
るとき，フーリエ級数展開の次数の偶奇に応じて，内挿関数の形が変わることを述べた。
固有値問題や強制振動問題を提案手法で解き，軸対称 3次要素を用いた FEMや円周方向にも離散化す
る SCMと比較したところ，少ない自由度でも高精度の解が得られることを示した。また，演算量におい
ても従来の SCMよりも少ないということを示した。
提案手法の問題点としては，周辺固定以外の境界条件については解くことができないという点である。
例えば，あらかじめ単純支持条件を満たすように内挿関数を構成することは難しい。円形薄板振動場に限
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らず，支配方程式が高階の微分方程式である場合に同様の問題が生じる。次章では，4階の微分方程式を
支配方程式としてもつ円筒シェル振動場の解析手法を構築するが，固定条件だけでなくその他の境界条件
についても扱えるような方法を提案する。
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図 4.5: 半径方向のモード次数に対する固有周波数の相対誤差
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図 4.6: 与えた加振圧力の空間分布



70 第 4章 スペクトル法による張力を有する円形薄板振動場の解析

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Truncation number

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

L
2
 r
e
la
ti
v
e
 e
rr
o
r

Proposed SCM

Conventional SCM

FEM

(a) 125 Hz

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Truncation number

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

L
2
 r
e
la
ti
v
e
 e
rr
o
r

Proposed SCM

Conventional SCM

FEM

(b) 250 Hz

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Truncation number

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

L
2
 r
e
la
ti
v
e
 e
rr
o
r

Proposed SCM

Conventional SCM

FEM

(c) 500 Hz

図 4.7: 円周方向の打ち切り次数に対する変位分布の L2 相対誤差
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図 4.8: 張力を有する円形薄板の周波数応答関数 (受振点 (r, θ) = (0.9, 0))

100 120 140 160 180 200

Frequency [Hz]

60

80

100

120

140

160

180

200

V
ib
ra
ti
o
n
 a
cc

e
le
ra
ti
o
n
 l
e
v
e
l 
[d
B
] SCM

FEM

図 4.9: 張力を有する円形薄板の周波数応答関数 (受振点 (r, θ) = (0.9, π))
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第 5章

スペクトル法による円筒シェル振動場の
解析

一般的なドラムのシェルは円筒シェルとしてモデル化することができる。円筒シェルの強制振動は，境
界条件が両端単純支持の場合には理論解析解を求めることができる。しかし，この条件は円筒シェルの軸
方向 (長さ方向)に固定しないという条件であり，実用的であるとは言えない。ドラムのように円筒シェ
ルの底をスタンドで支える状況を解析するには，数値解析手法が必要である。そこで，スペクトル法を用
いる。
円筒シェルの振動方程式は円形薄板の場合と同様に 4 階の微分方程式である。4 階微分方程式では本
来，四つの境界条件が必要となるが，通常の微分マトリクスを用いるスペクトル法では一つの節点につき
一つの方程式しか得られない。そのため，境界の節点についての方程式を境界条件で置き換えるという方
法では，四つすべての境界条件を課すことができない。そこで前章では節点値とその傾きが境界で 0とな
るように補間多項式を構成することで，固定条件のもと解析できるようにした。しかし，この方法では固
定以外の境界条件を解くことができない。
この問題に対処するために様々な方法が提案されている [30, 33–37]。ここでは Chirikalovによって導
出された Hermite補間型の微分マトリクス [38]を用いる。これは境界にのみ未知数として通常の節点値
に加えてその傾きを用いるという方法である。新たに加えた傾きについての方程式を境界条件で置き換え
ることで，四つすべての境界条件を課すことが可能である。有限要素法で用いられる 3次 Hermite要素
に近い考え方であると言える。
本章では Hermite補間型微分マトリクスを用いたスペクトル法による円筒シェル振動場の解析手法を
定式化し，その妥当性と計算精度を検証する。また，Spectral Collocation Methodに加えて，Spectral

Nodal Galerkin Methodによる定式化を行う。
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図 5.1: 円筒シェルの解析モデル

5.1 提案解析手法
5.1.1 円筒シェル振動場の振動方程式

解析モデルとして，図 5.1 のような円筒シェルを考える。u，v，w はそれぞれ，x，θ，r 方向の振
動変位である。円筒シェルの振動方程式は様々なものが提案されているが，本論文では最も基本的な
Donnell-Mushtariの方程式を採用することとする。Donnell-Mushtariの方程式は，垂直応力Nxx，Nθθ，
せん断応力 Nxθ，Nθx，曲げモーメントMxx，Mθθ，ねじりモーメントMxθ を用いて次のように表され
る [39,40]。

∂Nxx

∂x
+

1

a

∂Nθx

∂θ
− ρh

∂2u

∂t2
= 0 (5.1a)

1

a

∂Nθθ

∂θ
+
∂Nxθ

∂x
− ρh

∂2v

∂t2
= 0 (5.1b)

∂2Mxx

∂x2
+

1

a
Nθθ +

1

a2
∂2Mθθ

∂θ2
+

2

a

∂2Mxθ

∂x∂θ
+ ρh

∂2w

∂t2
= p (5.1c)

ここで，pは r方向の加振圧力，aは半径，hは厚さ，ρは密度である。また，各応力，モーメントは振動
変位によって次のように表される。

Nxx =
Eh

1− ν2

(
∂u

∂x
+
ν

a

∂v

∂θ
+
ν

a
w

)
(5.2a)

Nθθ =
Eh

1− ν2

(
1

a

∂v

∂θ
+

1

a
w + ν

∂u

∂x

)
(5.2b)

Mxx =
Eh3

12(1− ν2)

(
∂2w

∂x2
+

ν

a2
∂2w

∂θ2

)
(5.2c)

Mθθ =
Eh3

12(1− ν2)

(
1

a2
∂2w

∂θ2
+ ν

∂2w

∂x2

)
(5.2d)

Nxθ = Nθx =
Eh

2(1 + ν)

(
1

a

∂u

∂θ
+
∂v

∂x

)
(5.2e)

Mxθ =
Eh3

12(1 + ν)

1

a

∂2w

∂x∂θ
(5.2f)
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E はヤング率，ν はポアソン比である。
振動変位と加振圧力は円周方向に周期的になるので，前章と同じようにフーリエ級数展開して，

u(x, θ, t) =
∞∑

n=0

un(x) cosnθ e
jωt (5.3a)

v(x, θ, t) =
∞∑

n=0

vn(x) sinnθ e
jωt (5.3b)

w(x, θ, t) =

∞∑
n=0

wn(x) cosnθ e
jωt (5.3c)

p(x, θ, t) =

∞∑
n=0

pn(x) cosnθ e
jωt (5.3d)

と表せる。ここで，un，vn，wn，pn は n次の展開係数を表している。これらを式 (5.2a)-(5.2f)に代入
し，応力とモーメントについても次のようにフーリエ級数展開する。

Nxx(x, θ, t) =
∞∑

n=0

Eh

1− ν2

(
∂un
∂x

+
νn

a
vn +

ν

a
wn

)
cosnθ ejωt =

∞∑
n=0

N (n)
xx (x) cosnθ ejωt (5.4a)

Nθθ(x, θ, t) =
∞∑

n=0

Eh

1− ν2

(
n

a
vn +

1

a
wn + ν

∂un
∂x

)
cosnθ ejωt =

∞∑
n=0

N
(n)
θθ (x) cosnθ ejωt (5.4b)

Mxx(x, θ, t) =

∞∑
n=0

Eh3

12(1− ν2)

(
∂2wn

∂x2
− νn2

a2
wn

)
cosnθ ejωt =

∞∑
n=0

M (n)
xx (x) cosnθ ejωt (5.4c)

Mθθ(x, θ, t) =
∞∑

n=0

Eh3

12(1− ν2)

(
−n

2

a2
wn + ν

∂2wn

∂x2

)
cosnθ ejωt =

∞∑
n=0

M
(n)
θθ (x) cosnθ ejωt(5.4d)

Nxθ(x, θ, t) =
∞∑

n=0

Eh

2(1 + ν)

(
−n
a
un +

∂vn
∂x

)
sinnθ ejωt =

∞∑
n=0

N
(n)
xθ (x) sinnθ ejωt (5.4e)

Mxθ(x, θ, t) =
∞∑

n=0

Eh3

12(1 + ν)

(
−n
a

∂wn

∂x

)
sinnθ ejωt =

∞∑
n=0

M
(n)
xθ (x) sinnθ ejωt (5.4f)

ただし，

N (n)
xx (x) =

Eh

1− ν2

(
∂un
∂x

+
νn

a
vn +

ν

a
wn

)
(5.5a)

N
(n)
θθ (x) =

Eh

1− ν2

(
n

a
vn +

1

a
wn + ν

∂un
∂x

)
(5.5b)

M (n)
xx (x) =

Eh3

12(1− ν2)

(
∂2wn

∂x2
− νn2

a2
wn

)
(5.5c)

M
(n)
θθ (x) =

Eh3

12(1− ν2)

(
−n

2

a2
wn + ν

∂2wn

∂x2

)
(5.5d)

N
(n)
xθ (x) =

Eh

2(1 + ν)

(
−n
a
un +

∂vn
∂x

)
(5.5e)

M
(n)
xθ (x) =

Eh3

12(1 + ν)

(
−n
a

∂wn

∂x

)
(5.5f)
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である。式 (5.3a)-(5.3d)と (5.4a)-(5.4f)を式 (5.1a)-(5.1c)に代入し，三角関数の直交性を用いると，次
のような微分方程式が得られる。

∂N
(n)
xx

∂x
+
n

a
N

(n)
xθ + ρhω2un = 0 (5.6a)

−n
a
N

(n)
θθ +

∂N
(n)
xθ

∂x
+ ρhω2vn = 0 (5.6b)

∂2M
(n)
xx

∂x2
+

1

a
N

(n)
θθ − n2

a2
M

(n)
θθ +

2n

a

∂M
(n)
xθ

∂x
− ρhω2wn = pn (5.6c)

これらは n次の展開係数についての微分方程式を表している。
実際に微分方程式 (5.6a)-(5.6c)を解くとき，両端において次のような境界条件が必要である。

un = ūn or N (n)
xx = N̄ (n)

xx , x = 0, l (5.7a)

vn = v̄n or N
(n)
xθ = N̄

(n)
xθ , x = 0, l (5.7b)

wn = w̄n or
∂M

(n)
xx

∂x
+

2n

a
M

(n)
xθ =

(
∂M

(n)
xx

∂x
+

2n

a
M

(n)
xθ

)
, x = 0, l (5.7c)

∂wn

∂x
=
∂wn

∂x
or M (n)

xx = M̄ (n)
xx , x = 0, l (5.7d)

上の各境界条件のうち一つ目は基本境界条件，二つ目は自然境界条件と呼ばれる。これらの境界条件のも
とで式 (5.6a)-(5.6c)を解くことで展開係数 un，vn，wn が得られる。さらに式 (5.3a)-(5.3c)に従って級
数和を求めることで，任意の (x, θ)における振動変位 u，v，wを求めることができる。

5.1.2 Hermite補間型微分マトリクスの導出

式 (5.6c)は 4階微分方程式であり，解くためには四つの境界条件が必要になる。しかし，通常の微分
マトリクスでは一つの節点につき一つの方程式しか立てることができず，境界の節点の方程式を置き換え
る方法では四つすべての境界条件を課すことはできない。そこで，本手法では Hermite補間型の微分マ
トリクスを用いる。Lagrange補間は節点値のみを用いて関数を補間するのに対して，Hermite補間では
節点値に加えてその微係数を用いて関数を次のように補間する。

w(x) ≈ w′
0H01(x) +

M∑
j=0

wjHj0(x) + w′
MHM1(x) (5.8)
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ここで，wi は i番目の節点変位，w′
0 と w′

M はそれぞれ，0番目とM 番目の節点の微係数である。また，
Hj0(x)，H01(x)，HM1(x)は Hermite基底関数であり，次のように表される [38]。

Hj0(x) =
x− x0
xj − x0

x− xM
xj − xM

ℓj(x) i = 1, 2, · · · ,M − 1 (5.9a)

H00(x) =
x− xM
x0 − xM

p0(x)ℓ0(x) (5.9b)

HM0(x) =
x− x0
xM − x0

pM (x)ℓM (x) (5.9c)

H01(x) =
(x− x0)(x− xM )

x0 − xM
ℓ0(x) (5.9d)

HM1(x) =
(x− x0)(x− xM )

xM − x0
ℓM (x) (5.9e)

ただし，

p0(x) = 1−
(
ℓ′0(x0)−

1

L

)
(x− x0) (5.10a)

pM (x) = 1−
(
ℓ′M (xM ) +

1

L

)
(x− xM ) (5.10b)

L = xM − x0 (5.10c)

である。また，ℓj(x)は Lagrange基底関数を表している。式 (5.8)を xで微分すると，節点 xi における
変位 w(xi)の微分係数 w′(xi)は

w′(xi) ≈ w′
0H

′
01(xi) +

M∑
j=0

wjH
′
j0(xi) + w′

MH
′
M1(xi), i = 0, 1, · · · ,M (5.11)

となる。さらに，節点 x0 と xM における 2階微分係数 w′′(x0)と w′′(xM )は，

w′′(x0) ≈ w′
0H

′′
01(x0) +

M∑
j=0

wjH
′′
j0(x0) + w′

MH
′′
M1(x0) (5.12a)

w′′(xM ) ≈ w′
0H

′′
01(xM ) +

M∑
j=0

wjH
′′
j0(xM ) + w′

MH
′′
M1(xM ) (5.12b)

となる。式 (5.11)，(5.12a)，(5.12b)はマトリクス方程式の形で，

w′ = DHw (5.13)

と書き表すことができる。ただし，

DH =



H ′′
01(x0) H ′′

00(x0) H ′′
10(x0) · · · H ′′

M−1,0(x0) H ′′
M0(x0) H ′′

M1(x0)

1 0 0 · · · 0 0 0
H ′

01(x1) H ′
00(x1) H ′

10(x1) · · · H ′
M−1,0(x1) H ′

M0(x1) H ′
M1(x1)

...
...

...
. . .

...
...

...
H ′

01(xM−1) H ′
00(xM−1) H ′

10(xM−1) · · · H ′
M−1,0(xM−1) H ′

M0(xM−1) H ′
M1(xM−1)

0 0 0 · · · 0 0 1
H ′′

01(xM ) H ′′
00(xM ) H ′′

10(xM ) · · · H ′′
M−1,0(xM ) H ′′

M0(xM ) H ′′
M1(xM )


(5.14)
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w =
{
w′

0 w0 w1 · · · wM−1 wM w′
M

}T
(5.15a)

w′ =
{
w′′

0 w′
0 w′

1 · · · w′
M−1 w′

M w′′
M

}T
(5.15b)

である。DH の各成分は，式 (5.9a)-(5.9e)を微分することで求められ，

H ′′
01(x0) = 2(b00 − 1/L) (5.16a)

H ′′
M1(x0) = −2b0M (5.16b)

H ′′
00(x0) = b′00 − 2b200 + 2b00/L− 2/L2 (5.16c)

H ′′
M0(x0) = 2b0MpM (x0)/L (5.16d)

H ′′
i0(x0) = −2b0iL/ci0ciM , i = 1, 2, · · · ,M − 1 (5.16e)

H ′
01(xk) = −bk0ck0ckM/L (5.16f)

H ′
M1(xk) = bkMck0ckM/L (5.16g)

H ′
00(xk) = ak0bk0p0(xk) (5.16h)

H ′
M0(xk) = akMbkMpM (xk) (5.16i)

H ′
i0(xk) = [(ck0 + ckM ) δik + bkick0ckM ] /ci0ciM , i, k = 1, 2, · · · ,M − 1 (5.16j)

H ′′
01(xM ) = −2bM0 (5.16k)

H ′′
M1(xM ) = 2(bMM + 1/L) (5.16l)

H ′′
00(xM ) = −2bM0p0(xM )/L (5.16m)

H ′′
M0(xM ) = b′MM − 2b2MM − 2bMM/L− 2/L2 (5.16n)

H ′′
i0(xM ) = 2bMiL/ci0ciM , i = 1, 2, · · · ,M − 1, (5.16o)

となる。ここで，

ai0 = −(xi − xM )/L (5.17a)

aiM = (xi − xM )/L (5.17b)

bij = ℓ′j(xi) (5.17c)

b′ij = ℓ′′j (xi) (5.17d)

cij = xi − xj (5.17e)

である。Hermite補間型微分マトリクスDH は，行と列の数がともに Lagrange補間型の微分マトリクス
より 2だけ大きくなっている。そのため，境界において境界条件を二つずつ与えることができる。また，
Lagrange補間型微分マトリクスと同じように，高階の微分を求める場合には Hermite補間型微分マトリ
クス同士の積を計算すればよい。

5.1.3 Spectral Collocation Methodによる解析

前項で求めた Hermite 補間型微分マトリクスを用いた Spectral Collocation Method (SCM) によっ
て，円筒シェルの振動方程式 (5.6a)-(5.6c)を離散化する。まず，式 (5.5a)-(5.5f)を式 (5.6a)-(5.6c)に代
入し，各応力とモーメントを変位によって表すと，

∂2un
∂x2

− (1− ν)n2

2a2
un +

(1 + ν)n

2a

∂vn
∂x

+
ν

a

∂wn

∂x
+
ω2

c2L
un = 0 (5.18a)
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− (1 + ν)n

2a

∂un
∂x

+
1− ν

2

∂2vn
∂x2

− n2

a2
vn − n

a2
wn +

ω2

c2L
vn = 0 (5.18b)

ν

a

∂un
∂x

+
n

a2
wn +

1

a2
wn + β2∇4

nwn − ω2

c2L
wn =

pn(1− ν2)

Eh
(5.18c)

となる。ここで，

∇4
n = a2

∂4

∂x4
− 2n2

∂2

∂x2
+
n4

a2
(5.19)

である。また，cL と β はそれぞれ縦波の伝搬速度と剛性係数を表しており，次のように与えられる。

cL =

√
E

ρ(1− ν2)
(5.20)

β2 =
h2

12a2
(5.21)

これから式 (5.18a)-(5.18c)に微分マトリクスを適用するが，微分マトリクスは通常，ξ ∈ [−1, 1]におい
て定義されるため，任意の区間 x ∈ [0, l]において解析できるように，次のような座標変換を行っておく。

x =
ξ + 1

2
l (5.22)

ξ を用いると xによる微分は，
∂

∂x
=
∂ξ

∂x

∂

∂ξ
=

2

l

∂

∂ξ
(5.23)

dx =
l

2
dξ (5.24)

となる。
ξ を Chebyshev ノード，もしくは Legendre-Gauss-Lobatto (LGL) ノードに離散化し，式 (5.18a)-

(5.18c)の微分演算子を微分マトリクスで置き換えると，次のようなマトリクス方程式が得られる。

L11 L12 L13

L21 L22 L23

L31 L32 L33

− ω2

c2L
I

un

vn

wn

 =


0
0

1− ν2

Eh
pn

 (5.25)
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微分を作用するマトリクスの部分マトリクスは，

L11 = − 4

l2
D2

L +
(1− ν)n2

2a2
I (5.26a)

L12 = − (1 + ν)n

2a

2

l
DL (5.26b)

L13 =

0 0
... −ν

a

2

l
DL

...

0 0

 (5.26c)

L21 =
(1 + ν)n

2a

2

l
DL (5.26d)

L22 = −1− ν

2

4

l2
D2

L +
n2

a2
I (5.26e)

L23 =

0 0
...

n

a2
I

...

0 0

 (5.26f)

L31 =

0 · · · 0
ν

a

2

l
DL

0 · · · 0

 (5.26g)

L32 =

0 · · · 0
n

a2
I

0 · · · 0

 (5.26h)

L33 = β2

[
a2

16

l4
D4

H − 2n2
4

l2
D̃

2

L +
n4

a2
Ĩ

]
+

1

a2
Ĩ (5.26i)

である。ただし，

D̃
2

L =

0 · · · 0
... D2

L

...
0 · · · 0

 (5.27)

Ĩ =

0 · · · 0
... I

...
0 · · · 0

 (5.28)

と置いた。節点数をM とすると，部分マトリクス L11，L12，L21，L22 はM 行M 列，L13，L23 はM

行M + 2列，L31，L32 はM + 2行M 列，L33 はM + 2行M + 2列のマトリクスとなっており，式
(5.25)の係数マトリクスは 3M +2行 3M +2列のマトリクスである。ここで，L33 において 2階微分に
Lagrange補間型，4階微分に Hermite補間型の微分マトリクスを用いているが，これは円形薄板の場合
と同様に誤った固有値を除去するために必要な処理である。
式 (5.25)のうち，境界の節点についての方程式は境界条件で置き換える。具体的には 1，M，M + 1，

2M，2M + 1，2M + 2，3M + 1，3M + 2番目の方程式である。適切な境界条件を課した上で式 (5.25)

を解くと，フーリエ級数展開係数 un，vn，wn を求めることができ，得られた係数を式 (5.3a)-(5.3c)に
従って級数和を求めることで，任意の θ における変位を求めることができる。
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5.1.4 Spectral Nodal Galerkin Methodによる解析

本項では，Spectral Nodal Galerkin Method (NGM) を定式化する。まず，式 (5.6a)-(5.6c)の両辺に
重み関数として Lagrange基底関数 ℓj(ξ)をかけ，x ∈ [0, l]で積分する。∫ l

0

(
∂N

(n)
xx

∂x
+
n

a
N

(n)
xθ + ρhω2un

)
ℓj(ξ)dx = 0 (5.29a)

∫ l

0

(
−n
a
N

(n)
θθ +

∂N
(n)
xθ

∂x
+ ρhω2vn

)
ℓj(ξ)dx = 0 (5.29b)

∫ l

0

(
∂2M

(n)
xx

∂x2
+

1

a
N

(n)
θθ − n2

a2
M

(n)
θθ +

2n

a

∂M
(n)
xθ

∂x
− ρhω2wn

)
ℓj(ξ)dx =

∫ l

0

pnℓj(ξ)dx (5.29c)

上式において式 (5.22)-(5.24)の座標変換を施すと，∫ 1

−1

(
∂N

(n)
xx

∂ξ
+
l

2

n

a
N

(n)
xθ +

l

2
ρhω2un

)
ℓj(ξ)dξ = 0 (5.30a)

∫ 1

−1

(
− l

2

n

a
N

(n)
θθ +

∂N
(n)
xθ

∂ξ
+
l

2
ρhω2vn

)
ℓj(ξ)dξ = 0 (5.30b)

∫ 1
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(
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l

∂2M
(n)
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+
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a
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2
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)
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∫ 1
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l

2
pnℓj(ξ)dξ

(5.30c)

となる。被積分関数の中の ξ についての微分の項を部分積分すると，[
N (n)

xx ℓj

]1
−1

+

∫ 1

−1

(
−N (n)

xx ℓ
′
j +

l

2

n

a
N

(n)
xθ ℓj +

l

2
ρhω2unℓj

)
dξ = 0 (5.31a)

[
N

(n)
xθ ℓj

]1
−1

+

∫ 1

−1

(
− l

2

n

a
N

(n)
θθ ℓj −N

(n)
xθ ℓ

′
j +

l

2
ρhω2vnℓj

)
dξ = 0 (5.31b)

[(
2

l

∂M
(n)
xx

∂ξ
+

2n

a
M

(n)
xθ

)
ℓj

]1
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−
[
2

l
M (n)

xx ℓ
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j

]1
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+

∫ 1
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(
2

l
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l
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1

a
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θθ ℓj −

l
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(n)
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a
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xθ ℓ

′
j −

l

2
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)
dξ =

∫ 1

−1

l

2
pnℓjdξ

(5.31c)

となる。部分積分によって生じた定数項を次のようにおくこととする。

b(n)u =
[
N (n)

xx ℓj

]1
−1

= N (n)
xx (1)ℓj(1)−N (n)

xx (−1)ℓj(−1) (5.32a)

b(n)v =
[
N

(n)
xθ ℓj

]1
−1

= N
(n)
xθ (1)ℓj(1)−N

(n)
xθ (−1)ℓj(−1) (5.32b)
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b(n)w = −

[(
2

l

∂M
(n)
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∂ξ
+

2n

a
M

(n)
xθ

)
ℓj

]1
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+

[
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l
M (n)
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j

]1
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+
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a
M

(n)
xθ (1)
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+
2

l
M (n)
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2

l
M (n)

xx (−1)ℓ′j(−1) (5.32c)

次に，式 (5.31a)-(5.31c)に式 (5.5a)-(5.5f)を代入し，積分の中を整理する。まず，式 (5.31a)の積分は，∫ 1

−1

(
−N (n)

xx ℓ
′
j +

l

2

n

a
N

(n)
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となる。次に，式 (5.31b)の積分は，∫ 1
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となる。最後に，式 (5.31c)の積分は，∫ 1
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となる。よって，式 (5.31a)-(5.31c)は式 (5.32a)-(5.32c)と (5.33)-(5.35)を用いて，次のようになる。∫ 1
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(5.36c)

上式の積分を数値積分で計算するため，ξ を LGLノード ξi に離散化し，2.3.2項で述べた手順に従って，
微分を微分マトリクス，積分を LGL数値積分で処理すると，最終的に次のようなマトリクス方程式が得
られる。
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 (5.37)
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係数マトリクスの部分マトリクスは，
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l
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W (5.38a)
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K22 =
2

l

1− ν

2
DT

LWDL +
l

2

n2

a2
W (5.38d)

K23 = KT
32 =

0 · · · 0
l

2

n

a2
W

0 · · · 0

 (5.38e)
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である。W は LGL数値積分の重みWk を対角成分とするマトリクスW = diag(Wk)である。また，

D̃L =

0 · · · 0
... DL

...
0 · · · 0

 (5.39)

W̃ =
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0 · · · 0

 (5.40)

とおいた。式 (5.37)の右辺のベクトルは，

pn =
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(5.41)
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b(n)v =
{
−N (n)

xθ (−1) 0 · · · 0 N
(n)
xθ (1)

}T

(5.42b)
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(5.42c)
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表 5.1: 円筒シェルの計算条件

長さ l[m] 2.0

半径 a[m] 1.0

厚さ h[m] 1.0× 10−3

密度 ρ[kg/m3] 7900

ヤング率 E[Pa] 205× 109

ポアソン比 ν 0.3

である。
式 (5.37)の係数マトリクスは対称マトリクスである。そのため，連立方程式の解法として Cholesky分
解などが利用できる。また，右辺のベクトルは自然境界条件を含んでいるため，SCMのように係数マト
リクスの特定の行を置き換えるという操作なく，自然境界条件を与えることができる。

5.2 数値計算例
5.2.1 単純支持された円筒シェルの固有値問題

前節で定式化した SCMと NGM，および従来手法として軸対称薄肉シェル要素 [41]による FEMの三
つの手法で単純支持された円筒シェルの固有値問題を解き，得られた固有周波数の精度を比較する。円筒
シェルにおける単純支持条件は次の式で定義される。

N (n)
xx = vn = wn =M (n)

xx = 0, x = 0, l (5.43)

単純支持された円筒シェルの固有周波数は理論解析的に求めることができる [39, 42]。それを真値とした
各手法の相対誤差を算出した。計算した円筒シェルの物性値と寸法は表 5.1の通りである。
円周方向 (θ 方向)のモード次数を n，軸方向 (x方向)のモード次数をmとして，それらの組み合わせ
によるモード次数を (n,m)と書くこととする。(0, 1)，(0, 20)，(19, 1)，(19, 20)次の固有周波数の相対
誤差と円周方向と軸方向のモード次数をともに 20個採用した計 400個の固有周波数の平均相対誤差を図
5.2に示す。FEMは誤差が大きく，自由度を大きくすると緩やかに収束していくのに対して，二つの提案
手法は急速に誤差が収束しており，前章の結果と同じような傾向にある。相対誤差を各モード次数間で比
較すると，軸方向のモード次数 mが大きいほど，誤差が収束し始める自由度が大きいことが分かる。一
方，円周方向のモード次数 nについては，0次と 19次で大きな差は見られない。これは円周方向につい
ては非連成化しており，円周方向のモード次数 nごとに方程式が異なるためである。
また，二つの提案手法，SCM と NGM で比較すると，NGM のほうがわずかではあるが収束が速い。
しかし，収束しきった誤差で比較すると，これもわずかな差ではあるが NGMのほうが SCMよりも誤差
が大きいということが分かる。
自由度を提案手法において (0, 1)次と (19, 1)次の固有周波数の相対誤差がほぼ収束している 48と (0,

20)次と (19, 20)次の固有周波数の相対誤差がほぼ収束している 192に設定し，軸方向のモード次数 m
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(e) 400個の固有周波数の平均相対誤差

図 5.2: 未知数の数に対する固有周波数の相対誤差
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図 5.3: 自由度を 48としたときの各固有周波数の相対誤差
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図 5.4: 自由度を 192としたときの各固有周波数の相対誤差

の固有周波数ごとに相対誤差をプロットしたものが図 5.3 と 5.4 である。横軸が軸方向のモード次数 m

を表している。円形薄板の場合と同様に，FEMは誤差の分布が平坦なのに対して，提案手法はモード次
数が大きくなるにつれて誤差が急激に大きくなっている。これも円形薄板の場合のように不等間隔な節点
に起因するものだと考えられる [30]。高いモード次数では提案手法の精度が FEMよりも悪くなっている
が，そのような次数ではそもそも FEMの相対誤差も 0.01より大きい。実用上，要求される相対誤差を
0.01以下だとすると，同じ自由度であれば提案手法のほうが FEMよりもその精度を満たす固有周波数が
多く，提案手法のほうが優位であると言える。
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5.2.2 単純支持された円筒シェルの強制振動問題

次に，単純支持された円筒シェルに加振圧力を与えたときの変位分布を計算し，理論解析解との相対誤
差を求めた。物性値と寸法についての計算条件は前項と同じである (表 5.1)。加振圧力の空間的な分布は
次の式で与えた。

p(x, θ) =
1√
2πσ

exp

(
− (x− xs)

2

2σ2

)
δ(θ − θs) (5.44)

加振圧力の広がりを表す標準偏差 σ は σ = 0.1とし，加振圧力の中心位置は (xs, θs) = (1.9, 0)とした。
受振点は θ = 0の線上の両端を除く 199点とした。フーリエ級数展開の打ち切り次数は提案手法，FEM，
理論解析解いずれも 20 とした。評価する誤差として 4.2.2 項でも用いた L2 相対誤差を本項でも採用す
る。再掲しておくと，次式で定義される誤差である。

ε =

√√√√∑J
j=1 |w̄(xj)− w(xj)|2∑J

j=1 |w(xj)|2
(5.45)

w(xj)は理論解析解によって求めた法線方向の変位，w̄(xj)は提案手法，または FEMによって求めた変
位，J は受振点の数である。

自由度の比較
まず，図 5.5に加振周波数を 125 Hz，250 Hz，500 Hz としたときの三つの手法における自由度に対
する L2 相対誤差を示す。固有値問題と同様，強制振動問題においてもやはり提案手法が FEMよりも少
ない未知数で高精度の数値解を得られるということが分かる。L2 相対誤差を 0.01以下に抑えたい場合，
FEMでは 2000自由度以上を要するのに対して，二つの提案手法は 100以下の自由度で同等の精度が得
られる。
NGMと SCMを比較してみると，自由度が少ないうちは誤差の減少する傾向はほぼ同じである。しか
し，自由度が 1000を超えたあたりで SCMでは正しい解が得られなくなってしまっている。NGMにつ
いても 125 Hzでは同じであるが，250 Hzと 500 Hzでは自由度が 1000を超えてもさらに誤差が減少し
ている。これはスペクトル法における係数マトリクスの条件数の増加が原因だと考えられる。一般的に条
件数が大きければ，数値計算における打ち切り誤差の影響が大きくなり，条件数の逆数が計算機イプシロ
ンより小さくなると，妥当な解が得られなくなる。スペクトル法の微分マトリクスは自由度が大きくなる
と，条件数が急激に大きくなることが知られている。文献 [6]によると，SCMにおける条件数の増加率
は O(N4)であるのに対して，NGMは O(N3)である。そのため，NGMのほうがより大きい自由度に対
しても精度よく解を求められると考えられる。また，式 (5.37)の係数マトリクスは，K − ω2M という
形をしており，周波数が低ければ微分マトリクスを含むK が相対的に大きくなり，周波数が高くなると
微分マトリクスを含まない対角マトリクスM が相対的に大きくなる。つまり，係数マトリクス全体の条
件数は周波数が低いほど大きくなる。そのため，同じ自由度の NGMでも 125 Hzでは正しい解が得られ
なかったものと考えられる。
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計算時間の比較
提案手法の係数マトリクスは密行列であるのに対して，FEMは係数マトリクスが疎行列となる。その
ため，自由度のみによる評価は十分ではない。そこで，実際にかかった計算時間の比較を行う。
FEMのように大規模疎行列を係数マトリクスとする連立一次方程式の解法には，記憶容量や演算量を
大きく削減できる反復法を用いることが本来は望ましい。しかし，反復法は解きたい問題によっては反復
解がなかなか収束しないというリスクがある。シェルについてもそういった問題の一つであり，係数マト
リクスが悪条件であるために反復法では解が収束するまでに多くの反復回数を要する，もしくは収束に失
敗するということが起こる [43]。正しい解を得るためには前処理やパラメータの調整が必要であるが，そ
れは本論文の範疇を超えた別の課題である。よって，本論文では確実性が高い疎行列向けの直接法を用い
ることとした。
各手法の連立一次方程式の求解には汎用数値計算ライブラリ NAGを用いた。実行環境と各手法に用い
たサブルーチンは次の通りである。

• CPU: Intel Xeon 2.00 GHz

• Memory: 4 GB

• Library: NAG C Library Mark 8

• Subroutines:

– NGM: nag real sym lin solve

– SCM: nag real gen lin solve

– FEM: nag superlu column permutation/nag superlu lu factorize/nag superlu solve lu

図 5.6は，各手法において，マトリクスの構築から変位分布の計算にかかった計算時間と L2 相対誤差
の関係を示している。自由度は図 5.5は同じであるが，計測できる時間分解能より計算時間が短かったも
のについてはプロットできていない。これは周波数が 125 Hz，250 Hzのとき，FEMでは 100秒近くか
かる計算が NGMや SCMでは計測できないほど短い時間で計算できるということを示している。
また，NGMと SCMを比較してみると，NGMのほうがわずかに計算時間が短くなっているが，ほぼ
変わらない。NGMの係数マトリクスは対称なのでコレスキー分解を，SCMは非対称なので LU分解を
用いている。しかし，実際の計算時間は単純に半分にはならないようである。

必要メモリ容量の比較
最後に係数マトリクスを格納するために必要なメモリ容量の比較を行う。SCMの係数マトリクスは非
対称密行列であるので係数を 2 次元配列として格納したときのメモリ容量を算出し，対称密行列となる
NGMについてはその半分とした。FEMの係数マトリクスは疎行列であるので，非零成分のみを格納す
る圧縮行格納形式 [44]でのメモリ容量を算出した。
図 5.7はさきほどのグラフの横軸を必要メモリ容量にしてプロットしたものである。メモリ容量につい
ても，今回検討した範囲においては二つの提案手法のほうが FEMよりも小さくなっている。しかし，周
波数が高くなるにつれてその差は縮まる傾向にあり，より高い周波数では FEMが省メモリとなる可能性
はある。
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NGMと SCMにおいては，同じ自由度であればほぼ同じ精度の得られることから，対称マトリクスと
なる NGMのほうが省メモリということになる。これらの結果から，NGMは定式化，マトリクスの構成
が複雑にはなるものの，マトリクスの条件数や必要メモリ容量といった観点では SCMよりも優れている
ということが言えそうである。

5.2.3 完全固定された円筒シェルの強制振動問題

最後に理論解析解を求めることができない例として，両端を固定された円筒シェルの強制振動問題を解
く。円筒シェルの両端固定条件は次のように表される。

un = vn = wn =
∂wn

∂x
= 0, x = 0, l (5.46)

寸法と物性値についての計算条件は表 5.1 の通りである。加振点は (xs, θs) = (1.9, 0) とし，受振点を
(x, θ) = (0.1, 0), (0.1, π), (1.9, π)の 3点とした。
これまでの結果より，二つの提案手法のうち NGMのほうが安定性とメモリ容量の観点で優れているこ
とから，今回は NGMのみの結果を示す。両端固定条件は理論解析解を求めることができないため，自由
度を大きくした FEMの解を参照解とする。図 5.5(b)より，FEMの自由度が 1600程度であれば L2 相
対誤差が 0.01程度に抑えられることが分かる。よって，これを参照解とした。また，同図より提案手法
の自由度はそれと同等の精度が得られている 60とした。
図 5.8から 5.10に各受振点における周波数応答関数を示す。凡例の数値は自由度を表している。自由
度 60の提案手法によって計算した周波数応答関数は，自由度 1600の FEMの周波数応答関数に一致し
ていることが分かる。図にはそれらに加えて自由度 60の FEMによって計算した周波数応答関数を示し
ているが，周波数が高くなるにつれて参照解からの誤差が大きくなっていることが分かる。この結果から
提案手法は両端固定された円筒シェルの強制振動についても正しく計算でき，また，同じ自由度の FEM

よりも精度が高いということが分かる。

5.3 まとめ
本章では円筒シェル振動場の効率的な解析手法を提案した。4階微分方程式を四つの境界条件のもとで
解くために，Hermite補間型微分マトリクスを用いた。Hermite補間では節点値に加えて境界の微係数を
用いるため，それらがマトリクス方程式の未知数として加わり，従来方法で不足していた二つの境界条件
を課すことができる。
また，定式化において SCMと NGMという二つのスペクトル法での定式化を行った。SCMは微分方
程式の微分作用素を微分マトリクスで置き換えるだけでマトリクス方程式が得られるため，より単純な方
法である。一方，NGMは数値積分を要するため，煩雑にはなってしまうが，連立一次方程式の特定の行
を置き換えるという操作なく，自然境界条件を課すことができる。
二つの提案手法と軸対称薄肉シェル要素を用いた FEMの計算精度，計算時間，必要メモリ容量を比較
したところ，提案手法のほうが高精度，高速，省メモリであることを確認した。ただし，周波数が高くに
なるにつれてこれらの差は小さくなる傾向にあった。二つの提案手法を比較すると，SCMは自由度が大
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きくなると正しい解が得られなくなるのに対して，NGMはより安定して解が得られることや NGMの係
数マトリクスは対称であるため省メモリであることなどを確認できた。
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図 5.5: 未知数の数に対する変位分布の L2 相対誤差
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図 5.6: 計算時間に対する変位分布の L2 相対誤差
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図 5.7: 必要メモリ容量に対する変位分布の L2 相対誤差
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図 5.8: 完全固定された円筒シェルの周波数応答関数 (受振点 (x, θ) = (0.1, 0))
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図 5.9: 完全固定された円筒シェルの周波数応答関数 (受振点 (x, θ) = (0.1, π))



96 第 5章 スペクトル法による円筒シェル振動場の解析

0 50 100 150 200 250

Frequency [Hz]

0

20

40

60

80

100

120

140

V
ib
ra
ti
o
n
 a
cc
e
le
ra
ti
o
n
 l
e
v
e
l 
[d
B
] NGM (60)

FEM (60)

FEM (1600)

図 5.10: 完全固定された円筒シェルの周波数応答関数 (受振点 (x, θ) = (1.9, π))
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スペクトル法による軸対称空洞内の音場
解析

これまでも定式化の中で触れてきたように，スペクトル法は節点に Chebyshev ノード，もしくは
Legendre-Gauss-Lobattoノードを用いる。これらは区間 [-1, 1]において定義されるため，二次元や三次
元の問題を解く場合，通常の方法では矩形の領域しか解析することができない。膜鳴楽器では，ドラムの
内部音場は円筒形をしているため，回転断面を矩形と見なすことができるが，ティンパニの場合には楕円
形をしており，回転断面を矩形として扱って解析することは適切ではない。
そこで本章では軸対称形状を有する音場に一般曲線座標系を導入することによって，円筒形以外のより
一般的な軸対称形状音場もスペクトル法で解析できるようにする。まず，回転断面を一般曲線座標系に
よって表し，Helmholtz方程式を書き換える。一般曲線座標系から物理座標系への変換は，四つの境界か
ら領域内部の座標を補間する Transfinite補間を用いて定義することができる。円周方向についてはこれ
まで同様，フーリエ級数展開する。数値計算例としてティンパニの内部音場を提案手法により解析する。

6.1 提案解析手法
6.1.1 一般曲線座標系における Helmholtz方程式

図 6.1のような一般曲線座標系 (ξ, η)とその物理座標系への変換 x = X(ξ, η)を用いることで，矩形以
外の任意形状をもつ領域の解析が可能になる。実際の計算は物理座標系ではなく一般曲線座標系上で行う
ため，ここでは Helmhotz方程式を一般曲線座標系で表す。
まず，一般曲線座標系 (ξ, θ, η)で物理座標系X(ξ, θ, η) = Xx̂ + Y ŷ + Zẑ を表すことを考える。ここ
で x̂，ŷ，ẑ は物理座標系の基底ベクトルを表している。具体的には，

X(ξ, θ, η) = R(ξ, η) cos θ (6.1a)

Y (ξ, θ, η) = R(ξ, η) sin θ (6.1b)

Z(ξ, θ, η) = Z(ξ, η) (6.1c)

のように表されるものとする。なお以降，単なる座標を指す場合には r，z のように小文字で，ξ，η の変
換関数という意味を強調する場合には R，Z のように大文字で表記することとする。一般的な変換の手順
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Physical domain Computational domain

図 6.1: 計算空間から物理空間への変換

は付録に記すこととし，本節ではそれに従って上記の場合の導出を行っていく。式 (6.1a)と (6.1b)を一
般曲線座標系で微分したものは，

Xξ = Rξ cos θ (6.2a)

Xθ = −R sin θ (6.2b)

Xη = Rη cos θ (6.2c)

Yξ = Rξ sin θ (6.2d)

Yθ = R cos θ (6.2e)

Yη = Rη sin θ (6.2f)

となる。ここで，添字はそれぞれの変数による微分を表している。一般曲線座標系の軸に沿った共変基底
ベクトルは物理座標系で次のように表される。

a1 =
∂X

∂ξ
= Xξx̂+ Yξ ŷ + Zξ ẑ (6.3a)

a2 =
∂X

∂θ
= Xθx̂+ Yθŷ (6.3b)

a3 =
∂X

∂η
= Xηx̂+ Yη ŷ + Zη ẑ (6.3c)

次にヤコビアンを求めると，

J = a1 · (a2 × a3)

= (Xξx̂+ Yξ ŷ + Zξ ẑ) · {(Xθx̂+ Yθŷ)× (Xηx̂+ Yη ŷ + Zη ẑ)}
= (Xξx̂+ Yξ ŷ + Zξ ẑ) · {YθZηx̂−XθZη ŷ + (XθYη − YθXη)ẑ}
= XξYθZη − YξXθZη + Zξ(XθYη − YθXη)

= XξYθZη − YξXθZη + ZξXθYη − ZξYθXη

= (Rξ cos θ)(R cos θ)Zη − (Rξ sin θ)(−R sin θ)Zη

+Zξ(−R sin θ)(Rη sin θ)− Zξ(R cos θ)(Rη cos θ)

= RRξZη −RRηZξ

= R(RξZη −RηZξ) (6.4)
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となる。反変基底ベクトルは共変基底ベクトルの外積より，

Ja1 = a2 × a3

= (Xθx̂+ Yθŷ)× (Xηx̂+ Yη ŷ + Zη ẑ)

= YθZηx̂−XθZη ŷ + (XθYη − YθXη)ẑ (6.5a)

Ja2 = a3 × a1

= (Xηx̂+ Yη ŷ + Zη ẑ)× (Xξx̂+ Yξ ŷ + Zξ ẑ)

= (YηZξ − ZηYξ)x̂+ (ZηXξ −XηZξ)ŷ + (XηYξ − YηXξ)ẑ (6.5b)

Ja3 = a1 × a2

= (Xξx̂+ Yξ ŷ + Zξ ẑ)× (Xθx̂+ Yθŷ)

= −ZξYθx̂+ ZξXθŷ + (XξYθ − YξXθ)ẑ (6.5c)

となる。曲面 ξ = const.に垂直な法線ベクトルを n̂1，曲面 θ = const.に垂直な法線ベクトルを n̂2，曲
面 η = const.に垂直な法線ベクトルを n̂3 とすると，

n̂1 =
|J |
J

a2 × a3

∥a2 × a3∥

=
|J |
J

YθZηx̂−XθZη ŷ + (XθYη − YθXη)ẑ√
Y 2
θ Z

2
η +X2

θZ
2
η + (XθYη − YθXη)2

(6.6a)

n̂2 =
|J |
J

a3 × a1

∥a3 × a1∥

=
|J |
J

(YηZξ − ZηYξ)x̂+ (ZηXξ −XηZξ)ŷ + (XηYξ − YηXξ)ẑ√
(YηZξ − ZηYξ)2 + (ZηXξ −XηZξ)2 + (XηYξ − YηXξ)2

(6.6b)

n̂3 =
|J |
J

a1 × a2

∥a1 × a2∥

=
|J |
J

−ZξYθx̂+ ZξXθŷ + (XξYθ − YξXθ)ẑ√
Z2
ξY

2
θ + Z2

ξX
2
θ + (XξYθ − YξXθ)2

(6.6c)

である。



100 第 6章 スペクトル法による軸対称空洞内の音場解析

次に速度ポテンシャル ϕの一般曲線座標系における微分演算を求めていく。まず勾配 Φ = ∇ϕは，

Φ = ∇ϕ

=
1

J

3∑
i=1

Jai ∂ϕ

∂ξi

=
1

J

[
{YθZηx̂−XθZη ŷ + (XθYη − YθXη)ẑ}

∂ϕ

∂ξ

+ {(YηZξ − ZηYξ)x̂+ (ZηXξ −XηZξ)ŷ + (XηYξ − YηXξ)ẑ}
∂ϕ

∂θ

+ {−ZξYθx̂+ ZξXθŷ + (XξYθ − YξXθ)ẑ}
∂ϕ

∂η

]
=

1

J

[{
YθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (YηZξ − ZηYξ)

∂ϕ

∂θ
− ZξYθ

∂ϕ

∂η

}
x̂

+

{
−XθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (ZηXξ −XηZξ)

∂ϕ

∂θ
+ ZξXθ

∂ϕ

∂η

}
ŷ

+

{
(XθYη − YθXη)

∂ϕ

∂ξ
+ (XηYξ − YηXξ)

∂ϕ

∂θ
+ (XξYθ − YξXθ)

∂ϕ

∂η

}
ẑ

]
= Φxx̂+Φy ŷ +Φz ẑ (6.7)

となる。ここで

Φx =
1

J

{
YθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (YηZξ − ZηYξ)

∂ϕ

∂θ
− ZξYθ

∂ϕ

∂η

}
(6.8a)

Φy =
1

J

{
−XθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (ZηXξ −XηZξ)

∂ϕ

∂θ
+ ZξXθ

∂ϕ

∂η

}
(6.8b)

Φz =
1

J

{
(XθYη − YθXη)

∂ϕ

∂ξ
+ (XηYξ − YηXξ)

∂ϕ

∂θ
+ (XξYθ − YξXθ)

∂ϕ

∂η

}
(6.8c)

とおいた。速度ポテンシャル ϕのラプラシアン，つまり Φの発散は，

∇2ϕ = ∇ · ∇ϕ
= ∇ ·Φ

=
1

J

3∑
i=1

∂

∂ξi
(
Jai ·Φ

)
=

1

J

(
∂Φ1

∂ξ
+
∂Φ2

∂θ
+
∂Φ3

∂η

)
(6.9)

ここで，Φi = Jai ·Φであり，これはベクトルΦを一般曲線座標系における基底ベクトル ai で表したと
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きの反変成分 ai ·Φを J 倍したものに相当する。これらを ϕを使って表していく。Φ1 は，

Φ1 = Ja1 ·Φ
= YθZηΦx −XθZηΦy + (XθYη − YθXη)Φz

=
1

J

[
YθZη

{
YθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (YηZξ − ZηYξ)

∂ϕ

∂θ
− ZξYθ

∂ϕ

∂η

}
−XθZη

{
−XθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (ZηXξ −XηZξ)

∂ϕ

∂θ
+ ZξXθ

∂ϕ

∂η

}
+(XθYη − YθXη)

{
(XθYη − YθXη)

∂ϕ

∂ξ
+ (XηYξ − YηXξ)

∂ϕ

∂θ
+ (XξYθ − YξXθ)

∂ϕ

∂η

}]
=

1

J

[{
Y 2
θ Z

2
η +X2

θZ
2
η + (XθYη − YθXη)

2
} ∂ϕ
∂ξ

+ {YθZη(YηZξ − ZηYξ)−XθZη(ZηXξ −XηZξ) + (XθYη − YθXη)(XηYξ − YηXξ)}
∂ϕ

∂θ

+
{
−Y 2

θ ZηZξ −X2
θZηZξ + (XθYη − YθXη)(XξYθ − YξXθ)

} ∂ϕ
∂η

]
(6.10)

となる。∂ϕ/∂ξ の係数を取り出し，整理すると，

Y 2
θ Z

2
η +X2

θZ
2
η + (XθYη − YθXη)

2

= R2 cos2 θZ2
η +R2 sin2 θZ2

η + (−RRη sin
2 θ −RRη cos

2 θ)2

= R2Z2
η +R2R2

η (6.11)

となる。次に，∂ϕ/∂θ の係数は，

YθZη(YηZξ − ZηYξ)−XθZη(ZηXξ −XηZξ) + (XθYη − YθXη)(XηYξ − YηXξ)

= (YθYη +XθXη)ZξZη − (YξYθ +XξXθ)Z
2
η

= 0 (6.12)

となる。最後に，∂ϕ/∂η の係数は，

−Y 2
θ ZηZξ −X2

θZηZξ + (XθYη − YθXη)(XξYθ − YξXθ)

= −R2ZηZξ cos
2 θ −R2ZηZξ sin

2 θ + (−RRη sin
2 θ −RRη cos

2 θ)(RRξ cos
2 θ +RRξ sin

2 θ)

= −R2ZηZξ −R2RηRξ (6.13)

となる。これらより，Φ1 は最終的に

Φ1 =
1

J

{
R2(Z2

η +R2
η)
∂ϕ

∂ξ
−R2(ZηZξ +RηRξ)

∂ϕ

∂η

}
(6.14)
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となる。同じようにして，Φ2 を求める。

Φ2 = Ja2 ·Φ
= (YηZξ − ZηYξ)Φx + (ZηXξ −XηZξ)Φy + (XηYξ − YηXξ)Φz

=
1

J

[
(YηZξ − ZηYξ)

{
YθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (YηZξ − ZηYξ)

∂ϕ

∂θ
− ZξYθ

∂ϕ

∂η

}
+(ZηXξ −XηZξ)

{
−XθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (ZηXξ −XηZξ)

∂ϕ

∂θ
+ ZξXθ

∂ϕ

∂η

}
+(XηYξ − YηXξ)

{
(XθYη − YθXη)

∂ϕ

∂ξ
+ (XηYξ − YηXξ)

∂ϕ

∂θ
+ (XξYθ − YξXθ)

∂ϕ

∂η

}]
=

1

J

[
{(YηZξ − ZηYξ)YθZη − (ZηXξ −XηZξ)XθZη + (XηYξ − YηXξ)(XθYη − YθXη)}

∂ϕ

∂ξ

+
{
(YηZξ − ZηYξ)

2 + (ZηXξ −XηZξ)
2 + (XηYξ − YηXξ)

2
} ∂ϕ
∂θ

+ {−(YηZξ − ZηYξ)ZξYθ + (ZηXξ −XηZξ)ZξXθ + (XηYξ − YηXξ)(XξYθ − YξXθ)}
∂ϕ

∂η

]
(6.15)

∂ϕ/∂ξ の係数は，

(YηZξ − ZηYξ)YθZη − (ZηXξ −XηZξ)XθZη + (XηYξ − YηXξ)(XθYη − YθXη)

= (YηYθ +XηXθ)ZξZη − (YξYθ +XξXθ)Z
2
η

= 0 (6.16)

∂ϕ/∂θ の係数は，

(YηZξ − ZηYξ)
2 + (ZηXξ −XηZξ)

2 + (XηYξ − YηXξ)
2

= (Y 2
η +X2

η)Z
2
ξ − 2(YξYη +XξXη)ZξZη + (Y 2

ξ +X2
ξ )Z

2
η

= R2
ηZ

2
ξ − 2RξRηZξZη +R2

ξZ
2
η

= (RηZξ −RξZη)
2 (6.17)

∂ϕ/∂η の係数は，

−(YηZξ − ZηYξ)ZξYθ + (ZηXξ −XηZξ)ZξXθ + (XηYξ − YηXξ)(XξYθ − YξXθ)

= −(YηYθ +XηXθ)Z
2
ξ + (YξYθ +XξXθ)ZξZη

= 0 (6.18)

となり，Φ2 は，
Φ2 =

1

J
(RηZξ −RξZη)

2 ∂ϕ

∂θ
(6.19)



6.1 提案解析手法 103

と表される。最後に Φ3 は，

Φ3 = Ja3 ·Φ
= −ZξYθΦx + ZξXθΦy + (XξYθ − YξXθ)Φz

=
1

J

[
−ZξYθ

{
YθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (YηZξ − ZηYξ)

∂ϕ

∂θ
− ZξYθ

∂ϕ

∂η

}
+ZξXθ

{
−XθZη

∂ϕ

∂ξ
+ (ZηXξ −XηZξ)

∂ϕ

∂θ
+ ZξXθ

∂ϕ

∂η

}
+(XξYθ − YξXθ)

{
(XθYη − YθXη)

∂ϕ

∂ξ
+ (XηYξ − YηXξ)

∂ϕ

∂θ
+ (XξYθ − YξXθ)

∂ϕ

∂η

}]
=

1

J

[{
−Y 2

θ ZξZη −X2
θZξZη + (XξYθ − YξXθ)(XθYη − YθXη)

} ∂ϕ
∂ξ

+ {−ZξYθ(YηZξ − ZηYξ) + ZξXθ(ZηXξ −XηZξ) + (XξYθ − YξXθ)(XηYξ − YηXξ)}
∂ϕ

∂θ

+
{
Z2
ξY

2
θ + Z2

ξX
2
θ + (XξYθ − YξXθ)

2
} ∂ϕ
∂η

]
(6.20)

∂ϕ/∂ξ の係数は，

−Y 2
θ ZξZη −X2

θZξZη + (XξYθ − YξXθ)(XθYη − YθXη)

= −R2ZξZη cos
2 θ −R2ZξZη sin

2 θ + (RRξ cos
2 θ +RRξ sin

2 θ)(−RRη sin
2 θ −RRη cos

2 θ)

= −R2ZξZη −R2RξRη (6.21)

∂ϕ/∂θ の係数は，

−ZξYθ(YηZξ − ZηYξ) + ZξXθ(ZηXξ −XηZξ) + (XξYθ − YξXθ)(XηYξ − YηXξ)

= −(YθYη +XθXη)Z
2
ξ + (YθYξ +XθXξ)ZξZη

= 0 (6.22)

∂ϕ/∂η の係数は，

Z2
ξY

2
θ + Z2

ξX
2
θ + (XξYθ − YξXθ)

2

= R2Z2
ξ +R2R2

ξ (6.23)

となり，よって Φ3 は，

Φ3 =
1

J

{
−R2(ZξZη +RξRη)

∂ϕ

∂ξ
+R2(Z2

ξ +R2
ξ)
∂ϕ

∂η

}
(6.24)

と表される。これで，速度ポテンシャル ϕを使って Φ1，Φ2，Φ3 を表すことができた。
これらを用いると一般曲線座標系 (ξ, θ, η)における Helmholtz方程式は，

∇2ϕ+ k2ϕ =
1

J

(
∂Φ1

∂ξ
+
∂Φ2

∂θ
+
∂Φ3

∂η

)
+ k2ϕ = −q (6.25)
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Φ1 =
1

J

{
R2(Z2

η +R2
η)
∂ϕ

∂ξ
−R2(ZηZξ +RηRξ)

∂ϕ

∂η

}
(6.26a)

Φ2 =
1

J
(RηZξ −RξZη)

2 ∂ϕ

∂θ
(6.26b)

Φ3 =
1

J

{
−R2(ZξZη +RξRη)

∂ϕ

∂ξ
+R2(Z2

ξ +R2
ξ)
∂ϕ

∂η

}
(6.26c)

と表すことができる。
ここで，座標系を式 (6.1a)-(6.1c)で定義しているため，θ方向は前章までと同じようにフーリエ級数展
開できる。すなわち，速度ポテンシャル ϕと音源の分布 q は次のような形で表すことができる。

ϕ(ξ, θ, η) =

∞∑
n=0

ϕn(ξ, η) cosnθ (6.27)

q(ξ, θ, η) =

∞∑
n=0

qn(ξ, η) cosnθ (6.28)

これらを用いると式 (6.26a)-(6.26c)も

Φ1 =
∞∑

n=0

Φ1
n(ξ, η) cosnθ (6.29a)

Φ2 =

∞∑
n=0

Φ2
n(ξ, η) sinnθ (6.29b)

Φ3 =
∞∑

n=0

Φ3
n(ξ, η) cosnθ (6.29c)

とフーリエ級数展開の形で表される。ただし，

Φ1
n =

1

J

{
R2(Z2

η +R2
η)
∂ϕn
∂ξ

−R2(ZηZξ +RηRξ)
∂ϕn
∂η

}
(6.30a)

Φ2
n =

−n
J

(RηZξ −RξZη)
2ϕn (6.30b)

Φ3
n =

1

J

{
−R2(ZξZη +RξRη)

∂ϕn
∂ξ

+R2(Z2
ξ +R2

ξ)
∂ϕn
∂η

}
(6.30c)

である。式 (6.27)，(6.28)と (6.30a)-(6.30c)を式 (6.25)に代入し，三角関数の直交性を利用すると，

1

J

(
∂Φ1

n

∂ξ
+ nΦ2

n +
∂Φ3

n

∂η

)
+ k2ϕn = −qn (6.31)

という方程式が得られる。これは n次の展開係数 ϕn についての微分方程式である。
境界条件を与える際に必要となるため，法線方向粒子速度についても一般曲線座標系で表しておく。ま
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ず，曲面 ξ = const.に垂直な n̂1 方向粒子速度は，

− ∂ϕ

∂n̂1
= −n̂1 · ∇ϕ

= −|J |
J

YθZηΦx −XθZηΦy + (XθYη − YθXη)Φz√
Y 2
θ Z

2
η +X2

θZ
2
η + (XθYη − YθXη)2

= −|J |
J

Φ1√
R2(Z2

η +R2
η)

= −|J |
J

1√
R2(Z2

η +R2
η)

∞∑
n=0

Φ1
n cosnθ (6.32)

で与えられる。同じようにして，曲面 η = const.に垂直な n̂3 方向粒子速度は，

− ∂ϕ

∂n̂3
= −n̂3 · ∇ϕ

= −|J |
J

−ZξYθΦx + ZξXθΦy + (XξYθ − YξXθ)Φz√
Z2
ξY

2
θ + Z2

ξX
2
θ + (XξYθ − YξXθ)2

= −|J |
J

Φ3√
R2(Z2

ξ +R2
ξ)

= −|J |
J

1√
R2(Z2

ξ +R2
ξ)

∞∑
n=0

Φ3
n cosnθ (6.33)

となる。

6.1.2 Transfinite補間

前項で求めた Helmholtz方程式を解くためには，Rξ や Zξ などのメトリックと呼ばれる，物理座標系
x = (r, z)の一般曲線座標系 (ξ, η)による微分が必要になってくる。そこで，一般曲線座標系から物理座
標系への変換関数 x = X(ξ, η)を作ることを考える。ここでは変換関数を構築する手法として，スペク
トル法においてよく用いられる Transfinite補間 [7]について説明する。
図 6.2のように，解析領域が四つの滑らかな境界 Γ1，Γ2，Γ3，Γ4 によって定義されるとする。まず，

ξ̃ ∈ [0, 1]，η̃ ∈ [0, 1]とし，Γ2 と Γ4 による次のような線形補間を考える。

X42(ξ̃, η̃) = (1− ξ̃)Γ4(η̃) + ξ̃Γ2(η̃) (6.34)

ξ̃ = 0であれば座標は Γ4 に一致し，ξ̃ = 1であれば Γ2 に一致する。ただし，上の補間は x1 と x2，およ
び x4 と x3 を結ぶ境界，つまり Γ1 と Γ3 がどちらも直線である場合に相当する。Γ1 と Γ3 が曲線の場
合も考慮するため，次にこれらの境界の間の線形補間を考える。

X13(ξ̃, η̃) = (1− η̃)Γ1(ξ̃) + η̃Γ3(ξ̃) (6.35)

この二つの補間を足し合わせると，

Σ(ξ̃, η̃) = (1− ξ̃)Γ4(η̃) + ξ̃Γ2(η̃) + (1− η̃)Γ1(ξ̃) + η̃Γ3(ξ̃) (6.36)
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図 6.2: 領域を定義する四つの境界

となる。しかし，このままでは ξ̃ = 0, 1としたときに，

Σ(0, η̃) = Γ4(η̃) + (1− η̃)Γ1(0) + η̃Γ3(0) (6.37a)

Σ(1, η̃) = Γ2(η̃) + (1− η̃)Γ1(1) + η̃Γ3(1) (6.37b)

となり，それぞれ Γ4 と Γ2 に一致しないことが分かる。式 (6.37a)と (6.37b)の第 2項と第 3項が余分
なので，

(1− ξ̃) {(1− η̃)Γ1(0) + η̃Γ3(0)}+ ξ̃ {(1− η̃)Γ1(1) + η̃Γ3(1)} (6.38)

を式 (6.36)から引くと，

X(ξ̃, η̃) = (1− ξ̃)Γ4(η̃) + ξ̃Γ2(η̃) + (1− η̃)Γ1(ξ̃) + η̃Γ3(ξ̃)

−(1− ξ̃) {(1− η̃)Γ1(0) + η̃Γ3(0)} − ξ̃ {(1− η̃)Γ1(1) + η̃Γ3(1)} (6.39)

となる。この補間は ξ = 0, 1のとき，確かに Γ4 と Γ2 に一致する。また，η = 0, 1のときは，

X(ξ̃, 0) = (1− ξ̃)Γ4(0) + ξ̃Γ2(0) + Γ1(ξ̃)− (1− ξ̃)Γ1(0)− ξ̃Γ1(1) (6.40a)

X(ξ̃, 1) = (1− ξ̃)Γ4(1) + ξ̃Γ2(1) + Γ3(ξ̃)− (1− ξ̃)Γ3(0)− ξ̃Γ3(1) (6.40b)

であるが，図 6.2より，Γ4(0) = Γ1(0)，Γ2(0) = Γ1(1)，Γ4(1) = Γ3(0)，Γ2(1) = Γ3(1)であるから，
この二つの式も Γ1 と Γ3 に一致する。最後に，

ξ̃ =
ξ + 1

2
(6.41a)

η̃ =
η + 1

2
(6.41b)
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のように変数変換し，式 (6.39)に代入すると，

X(ξ, η) =
1

2
[(1− ξ)Γ4(η) + (1 + ξ)Γ2(η) + (1− η)Γ1(ξ) + (1 + η)Γ3(ξ)]

−1

4
[(1− ξ) {(1− η)Γ1(−1) + (1 + η)Γ3(−1)}

+(1 + ξ) {(1− η)Γ1(1) + (1 + η)Γ3(1)}] (6.42)

が得られる。これが Transfinite補間による一般曲線座標系 (ξ, η)から物理座標系 x = (r, z)への変換関
数である。
一般曲線座標系で表されたヘルムホルツ方程式に表れるメトリックは，この変換関数を微分することで
次のように求められる。

∂X

∂ξ
=

1

2

{
Γ2(η)− Γ4(η) + (1− η)Γ′

1(ξ) + (1 + η)Γ′
3(ξ)

}
−1

4
[(1− η) {Γ1(1)− Γ1(−1)}+ (1 + η) {Γ3(1)− Γ3(−1)}] (6.43a)

∂X

∂η
=

1

2

{
(1− ξ)Γ′

4(η) + (1 + ξ)Γ′
2(η) + Γ3(ξ)− Γ1(ξ)

}
−1

4
[(1− ξ) {Γ3(−1)− Γ1(−1)}+ (1 + ξ) {Γ3(1)− Γ1(1)}] (6.43b)

実際の計算を行う際には，離散化された節点 (ξi,j , ηi,j) における上式の値が必要になる。境界の座標
Γ1(ξi,j)は解析領域を定義するために与えるものであり，微係数 Γ′

1(ξi,j)はそれを数値微分して求めるこ
とができる。

6.1.3 一般曲線座標系を導入した Spectral Collocation Methodによる解析

一般曲線座標系で表された Helmholtz方程式 (6.31)が得られたので，これをスペクトル法によって離
散化して解いていく。まず，Spectral Collocation Method (SCM) による解析方法について説明する。
式 (6.30a)-(6.30c)を離散化すると，マトリクスとベクトルの積で，

Φ1
n =

[
diag

(
R2(Z2

η +R2
η)

J

)
Iη ⊗Dξ − diag

(
R2(ZηZξ +RηRξ)

J

)
Dη ⊗ Iξ

]
ϕn (6.44a)

Φ2
n = −diag

(
n(RξZη −RηZξ)

2

J

)
ϕn (6.44b)

Φ3
n =

[
−diag

(
R2(ZξZη +RξRη)

J

)
Iη ⊗Dξ + diag

(
R2(Z2

ξ +R2
ξ)

J

)
Dη ⊗ Iξ

]
ϕn (6.44c)

と表される。ここで，Dξ とDη はそれぞれ，ξ 方向と η 方向の微分を作用する微分マトリクス，Iξ と
Iη はそれぞれ，ξ 方向と η 方向の節点数を次元とする単位マトリクス，⊗はクロネッカー積を表してい
る。また，diag(R2(Z2

η +R2
η)/J)は，各節点におけるメトリック R2(Z2

η +R2
η)/J を対角成分に並べた対

角マトリクスであり，その他も同じである。式 (6.31)についても離散化すると，次式が得られる。

diag

(
1

J

){
[Iη ⊗Dξ]Φ

1
n + nΦ2

n + [Dη ⊗ Iξ]Φ
3
n

}
+ diag(k2)ϕn = −q (6.45)
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式 (6.45)に式 (6.44a)-(6.44c)を代入すると，最終的に解くべきマトリクス方程式は，[
L1 +L2 +L3 + diag(k2)

]
ϕn = −qn (6.46)

となる。ここで，

L1 = diag

(
1

J

)
Iη ⊗Dξ

[
diag

(
R2(Z2

η +R2
η)

J

)
Iη ⊗Dξ − diag

(
R2(ZηZξ +RηRξ)

J

)
Dη ⊗ Iξ

]
(6.47a)

L2 = −diag

(
n2

R2

)
(6.47b)

L3 = diag

(
1

J

)
Dη ⊗ Iξ

[
−diag

(
R2(ZξZη +RξRη)

J

)
Iη ⊗Dξ + diag

(
R2(Z2

ξ +R2
ξ)

J

)
Dη ⊗ Iξ

]
(6.47c)

とおいた。
式 (6.46)は適切な境界条件のもとで解く必要がある。音響問題の場合，粒子速度境界，もしくはイン
ピーダンス境界が与えられることが多い。まず，境界において n̂1 方向の粒子速度が，

u1 =
∞∑

n=0

u1n cosnθ (6.48)

というフーリエ級数展開の形で与えられているとき，式 (6.32)より，

−|J |
J

Φ1
n√

R2(Z2
η +R2

η)
= u1n (6.49)

でなければならない。これを離散化すると，

−diag

 |J |

J
√
R2(Z2

η +R2
η)

Φ1
n = u1

n (6.50)

というマトリクス方程式になる。同じように n̂3 方向粒子速度が与えられている場合のマトリクス方程
式は，

−diag

 |J |

J
√
R2(Z2

ξ +R2
ξ)

Φ3
n = u3

n (6.51)

となる。境界条件として粒子速度境界を与えるためには，i番目の節点が境界上にあるとすると，式 (6.45)

の i番目の式を式 (6.50)または (6.51)の i番目の式で置き換えればよい。
次に境界条件としてインピーダンス境界が与えられる場合を考える。粒子速度境界の場合と同じよう
に，n̂1 方向の比音響インピーダンスが，

z1 =
∞∑

n=0

z1n cosnθ (6.52)
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というフーリエ級数展開の形で表されるとする。このとき，比音響インピーダンスの定義 z1n =

jωρϕn/(−∂ϕn/∂n̂1)より，

jωρϕn + z1n
∂ϕn
∂n̂1

= jωρϕn + z1nn̂
1 · ∇ϕn = jωρϕn + z1n

|J |
J

Φ1
n√

R2(Z2
η +R2

η)
= 0 (6.53)

が成り立つ。ここで ρ は空気の密度である。上式を離散化すると次のようなマトリクス方程式が得ら
れる。

diag (jωρ)ϕn + diag

 z1n|J |

J
√
R2(Z2

η +R2
η)

Φ1
n = 0 (6.54)

また，n̂3 方向の比音響インピーダンスが与えられる場合は，

diag (jωρ)ϕn + diag

 z3n|J |

J
√
R2(Z2

ξ +R2
ξ)

Φ3
n = 0 (6.55)

である。粒子速度境界のときと同じように，マトリクス方程式 (6.45)のうち，境界の節点に関する式を
マトリクス方程式 (6.54)または (6.55)の対応する式で置き換えることで，インピーダンス境界条件を与
えることができる。

6.1.4 一般曲線座標系を導入した Spectral Nodal Galerkin Methodによる解析

前項で定式化した SCM は粒子速度境界条件やインピーダンス境界条件を与える際に，係数マトリク
スの置き換えが必要になり，多少煩雑である。それに対して Spectral Nodal Galerkin Method (NGM)

は，それらの境界条件をより自然な形で導入することができる。本項では，一般曲線座標系で表された
Helmholtz方程式を NGMによって解くための定式化について述べる。
表記の簡単のため，ξ 方向と η 方向の節点数をともにM であるとする。もちろん，実際には異なる節
点数でも構わない。まず，NGM は微分方程式の弱形式を用いるので，式 (6.31) の両辺に重み関数とし
て Lagrange基底関数 ℓi(ξ)ℓj(η)をかけ，ξ ∈ [−1, 1]，η ∈ [−1, 1]で積分する。本章の定式化のように変
換前および変換後の座標系がともに右手形で定義される場合，面積要素が Jdξdη と書けることに注意す
ると，∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
∂Φ1

n

∂ξ
+ nΦ2

n +
∂Φ3

n

∂η

)
ℓiℓjdξdη +

∫ 1

−1

∫ 1

−1

k2ϕnℓiℓjJdξdη = −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

qnℓiℓjJdξdη (6.56)

となる。左辺第 1項について部分積分を行うと，∫ 1

−1

[
Φ1

nℓiℓj
]1
ξ=−1

dη +

∫ 1

−1

[
Φ3

nℓiℓj
]1
η=−1

dξ −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
Φ1

nℓ
′
iℓj − nΦ2

nℓiℓj +Φ3
nℓiℓ

′
j

)
dξdη

+

∫ 1

−1

∫ 1

−1

k2ϕnℓiℓjJdξdη = −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

qnℓiℓjJdξdη(6.57)
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と書き換えることができる。節点として Legendre-Gauss-Lobatto (LGL) ノードを用い，積分を数値積
分によって処理する。まず，式 (6.57)の左辺第 3項の積分は，

−
∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
Φ1

nℓ
′
iℓj − nΦ2

nℓiℓj +Φ3
nℓiℓ

′
j

)
dξdη

= −
M∑

l,m=0

{
Φ1

n(ξl, ηm)ℓ′i(ξl)ℓj(ηm)− nΦ2
n(ξl, ηm)ℓi(ξl)ℓj(ηm) + Φ3

n(ξl, ηm)ℓi(ξl)ℓ
′
j(ηm)

}
wlwm

= −
M∑
l=0

Φ1
n(ξl, ηj)ℓ

′
i(ξl)wlwj + nΦ2

n(ξi, ηj)wiwj −
M∑

m=0

Φ3
n(ξi, ηm)ℓ′j(ηm)wiwm

= −
M∑
l=0

D
(ξ)T
il wlwjΦ

1
n(ξl, ηj) + nwiwjΦ

2
n(ξi, ηj)−

M∑
m=0

D
(η)T
jm wiwmΦ3

n(ξi, ηm) (6.58)

となる。ここで，2 行目から 3 行目への変形に，Lagrange 基底関数の性質 ℓj(ηm) = δjm，ℓi(ξl) = δil

を，また，3行目から 4行目への変形に微分マトリクスの成分 ℓ′i(ξl) = D
(ξ)T
il ，ℓ′j(ηm) = D

(η)T
jm を用いて

書き換えた。次に，式 (6.57)の左辺第 4項の積分は，

∫ 1

−1

∫ 1

−1

k2ϕnℓiℓjJdξdη =
M∑

l,m=0

k2ϕn(ξl, ηm)ℓi(ξl)ℓj(ηm)Jl,mwlwm

= k2Ji,jwiwjϕn(ξi, ηj) (6.59)

となる。同様にして式 (6.57)の右辺の積分は，

−
∫ 1

−1

∫ 1

−1

qnℓiℓjJdξdη = −Ji,jwiwjqn(ξi, ηj) (6.60)

となる。最後に，左辺第 1項と第 2項の積分は，∫ 1

−1

[
Φ1

nℓiℓj
]1
ξ=−1

dη +

∫ 1

−1

[
Φ3

nℓiℓj
]1
η=−1

dξ

=

∫ 1

−1

{
Φ1

n(1, η)ℓi(1)ℓj(η)− Φ1
n(−1, η)ℓi(−1)ℓj(η)

}
dη

+

∫ 1

−1

{
Φ3

n(ξ, 1)ℓi(ξ)ℓj(1)− Φ3
n(ξ,−1)ℓi(ξ)ℓj(−1)

}
dξ

=
M∑

m=0

{
Φ1

n(1, ηm)ℓi(1)ℓj(ηm)− Φ1
n(−1, ηm)ℓi(−1)ℓj(ηm)

}
wm

+
M∑
l=0

{
Φ3

n(ξl, 1)ℓi(ξl)ℓj(1)− Φ3
n(ξl,−1)ℓi(ξl)ℓj(−1)

}
wl

=
{
Φ1

n(1, ηj)ℓi(1)− Φ1
n(−1, ηj)ℓi(−1)

}
wj

+
{
Φ3

n(ξi, 1)ℓj(1)− Φ3
n(ξi,−1)ℓj(−1)

}
wi (6.61)

となる。この項は境界条件を表しており，粒子速度境界とインピーダンス境界で以降の処理が異なる。
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一つの例として，境界 Γ2(ξ = 1, η ∈ [−1, 1]) において粒子速度のフーリエ級数展開係数が ūn，境界
Γ4(ξ = −1, η ∈ [−1, 1])において比音響インピーダンスのフーリエ級数展開係数が zn で与えられ，それ
以外の境界では粒子速度が 0，つまり音響的に剛であるとする。式 (6.49)と式 (6.53)より，

Φ1
n(1, ηj) = −

(
J

|J |

√
R2(Z2

η +R2
η)

)
M,j

ūn (6.62)

Φ1
n(−1, ηj) = −jωρ

zn

(
J

|J |

√
R2(Z2

η +R2
η)

)
0,j

ϕn(−1, ηj) (6.63)

Φ3
n(ξi, 1) = Φ3

n(ξi,−1) = 0 (6.64)

となり，これより式 (6.61)は，{
Φ1

n(1, ηj)ℓi(1)− Φ1
n(−1, ηj)ℓi(−1)

}
wj +

{
Φ3

n(ξi, 1)ℓj(1)− Φ3
n(ξi,−1)ℓj(−1)

}
wi

= −
(
J

|J |

√
R2(Z2

η +R2
η)

)
M,j

ℓi(1)wj ūn +
jωρ

zn

(
J

|J |

√
R2(Z2

η +R2
η)

)
0,j

ℓi(−1)wjϕn(−1, ηj)

(6.65)

となる。よって，これらを用いると式 (6.57)は，

−
M∑
l=0

D
(ξ)T
il wlwjΦ

1
n(ξl, ηj) + nwiwjΦ

2
n(ξi, ηj)−

M∑
m=0

D
(η)T
jm wiwmΦ3

n(ξi, ηm)

+k2Ji,jwiwjϕn(ξi, ηj) +
jωρ

zn

(
J

|J |

√
R2(Z2

η +R2
η)

)
0,j

ℓi(−1)wjϕn(−1, ηj)

= −Ji,jwiwjqn(ξi, ηj) +

(
J

|J |

√
R2(Z2

η +R2
η)

)
M,j

ℓi(1)wj ūn (6.66)

と書くことができる。上式を i = 0, 1, . . . ,M, j = 0, 1, . . . ,M について書き並べると，次のようなマトリ
クス方程式を立てることができる。

[Iη ⊗Dξ]
T
WΦ1

n − nWΦ2
n + [Dη ⊗ Iξ]

T
WΦ3

n + jωCϕn − ω2

c2
diag (J)Wϕn

= diag (J)Wqn + un (6.67)

ここで，W は LGL数値積分の重みを対角成分に並べたマトリクスであり，その成分は，

Wj(M+1)+i,j(M+1)+i = wiwj , i = 0, 1, . . . ,M, j = 0, 1, . . . ,M

Wi,j = 0, otherwise (6.68)

で表される。C は，境界 Γ4 上の節点に対応する対角成分のみ値をもち，その成分は，

Cj(M+1),j(M+1) = − ρ

zn

(
J

|J |

√
R2(Z2

η +R2
η)

)
0,j

wj , j = 0, 1, . . . ,M

Ci,j = 0, otherwise (6.69)

である。また，un は，境界 Γ2 上の節点のみ値をもち，

(un)j(M+1)+M = −
(
J

|J |

√
R2(Z2

η +R2
η)

)
M,j

wj ūn, j = 0, 1, . . . ,M

(un)i = 0, otherwise (6.70)
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とおいたベクトルである。式 (6.44a)-(6.44c)を使って式 (6.67)の Φ1
n，Φ2

n，Φ3
n を ϕn で表せば，最終

的に [
K1 +K2 +K3 + jωC − ω2

c2
diag(J)W

]
ϕn = diag(J)Wqn + un (6.71)

というマトリクス方程式が得られる。ここで，

K1 = [Iη ⊗Dξ]
T
W

[
diag

(
R2(Z2

η +R2
η)

J

)
Iη ⊗Dξ − diag

(
R2(ZηZξ +RηRξ)

J

)
Dη ⊗ Iξ

]
(6.72a)

K2 = Wdiag

(
n2(RξZη −RηZξ)

2

J

)
(6.72b)

K3 = [Dη ⊗ Iξ]
T
W

[
−diag

(
R2(ZξZη +RξRη)

J

)
Iη ⊗Dξ + diag

(
R2(Z2

ξ +R2
ξ)

J

)
Dη ⊗ Iξ

]
(6.72c)

とおいた。NGMにおいては粒子速度境界条件はベクトル un，インピーダンス境界条件はマトリクス C

として考慮されるため，SCM で行ったような方程式の置き換えなどは必要なく，式 (6.71) をそのまま
ϕn について解けばよい。

6.2 数値計算例
6.2.1 円筒形空洞の固有値問題

ここから提案手法の妥当性と計算精度を検証していく。まず，図 6.3に示すような半径 1 m，長さ 2 m

の円筒形空洞の固有周波数を NGMにより計算し，理論値との相対誤差を算出する。壁面における境界条
件は剛であるとした。半径 a，高さ Lの円筒形空洞の固有周波数 fnms は，

fnms =
c

2π

√(unm
a

)2
+
(sπ
L

)2
(6.73)

により求められる [22]。cは音速，unm は第一種 n次ベッセル関数の導関数 J ′
n(x)のm番目の零点であ

る。円周方向のフーリエ級数展開の次数は 0 次から 9 次までとし，それぞれ (r, z) 平面の固有周波数を
20個，計 200個の固有周波数の相対誤差を算出した。なお，θ方向の次数を n，r方向と z 方向のモード
の次数は区別せず (r, z)平面内のモードの次数をmとして，三次元のモードの次数を (n,m)と表記する
こととする。
図 6.4にマトリクスの自由度と固有周波数の相対誤差の関係を示す。図 6.4(a)，6.4(b)，6.4(c)，6.4(d)
はそれぞれ (0, 1)次，(0, 20)次，(9, 1)次，(9, 20)次の固有周波数の相対誤差を示しており，図 6.4(e)

は 200個の固有周波数の平均相対誤差を示している。前章までの結果と同様に，FEMは自由度を増やす
につれて相対誤差が緩やかに減少しているのに対して，提案手法は急激に誤差が収束に向かっていること
が分かる。それぞれの図において，FEMで自由度を 1000としたときの精度で比較すると，提案手法で
はその 1/10の 100程度の自由度で同等の精度を得ることができている。
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2m

1m

S

R1

R2

R3

図 6.3: 計算した円筒形空洞

6.2.2 円筒形空洞の強制振動問題

次に，境界条件としてインピーダンス境界をもつ円筒形空洞の音圧分布，および周波数応答関数を提案
手法と軸対称 1次三角形アイソパラメトリック要素を用いた FEMによって計算し，精度を評価する。円
筒形空洞の寸法は図 6.3の通りであるが，すべての壁面の比音響インピーダンスを 15000 Pa · s/m(垂直
入射吸音率で約 0.1)とした。音源の位置 Sは，(rs, θs, zs) = (0.9, 0, 1.9)とし，θ = 0の (r, z)平面上で r

方向 51点，z 方向 101点，計 5151点の格子上で音圧を計算し，参照解との L2 相対誤差を算出した。な
お，壁面がインピーダンス境界である場合の円筒形空洞内の音場については理論解析解はないため，最大
要素長 0.02 m，1 kHzの波長に対する要素寸法比 0.06，節点数 10585の十分細かく要素分割した FEM

による解を参照解とした。各手法における θ方向のフーリエ級数展開の打ち切り数は 10次とした。

自由度の比較
図 6.5に横軸を未知数の数としたときの各周波数における音圧分布の L2 相対誤差を示す。第 4章や第

5章の結果とは異なり，提案手法と FEMの差が小さく，提案手法は誤差が頭打ちになっているようにも
見える。この要因の一つとして，参照解に厳密解ではなく，FEMによる数値解を用いているためである
と考えられる。500 Hzや 1000 Hzでは未知数の数に対する誤差がほぼ変化していないが，提案手法が参
照解の精度を上回っている可能性もある。
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必要メモリ容量の比較
次に横軸を連立方程式の求解に必要なメモリ容量としたときの L2 相対誤差の変化を図 6.6 に示す。

FEMの係数マトリクスは対称疎行列であるので，非零成分のみを圧縮行格納形式 [44]で格納したときの
メモリ容量を示している。一方，提案手法の係数マトリクスは非対称密行列である。直接法で連立方程式
を解く場合，方程式Ax = bのように未知ベクトル xに対して 1回だけ作用する係数マトリクスAを構
築する必要があり，特に二次元や三次元の問題のような大規模なマトリクスはそれを格納するメモリ容
量も大きくなる。もう一つの連立方程式の解法である反復法の場合には，近似解 x(i) に対して係数マト
リクスAを作用させ，その結果が既知のベクトル bに近づくように近似解 x(i) を更新していく。このと
き，係数マトリクスAが

A = A1(A2 +A3) (6.74)

のように分解できれば，マトリクスAとベクトル x(i) の積は

Ax(i) = A1(A2x
(i) +A3x

(i)) = A1y
(i), y(i) = A2x

(i) +A3x
(i) (6.75)

でも演算することができ，分解したマトリクスA1，A2，A3 のそれぞれが疎行列であれば，メモリ容量
と演算量を大きく削減することができる。スペクトル法における係数マトリクスもそのような例の一つで
あり，式 (6.72a)のマトリクスK1 は密行列であるが，それを構成する Iη ⊗Dξ やDη ⊗ Iξ は疎行列と
なっている。そのため反復法を用いる場合には，一つの密行列ではなく，複数の疎行列の形で格納するこ
とで，メモリ容量を大きく削減することが可能である。本研究においては連列方程式の解法に直接法を用
い，その結果を図 6.5には NGM (direct)として示しているが，反復法で直接法と同等の精度が得られる
と仮定した場合の結果についても NGM (iterative)として同図に示している。
提案手法において連立方程式の解法に直接法を用いる場合には，FEMよりも多くのメモリ容量が必要
になり，63 Hz，125 Hz，250 Hzで L2 相対誤差を 0.01以下に抑えようとすると FEMの約 100倍のメ
モリ容量が必要である。一方，連立方程式の解法に反復法を用いる場合には，FEMと同等，もしくはそ
れ以下のメモリ容量で同等の精度が得られる。特に 500 Hzや 1000 Hzにおいては誤差によっては FEM

の 1/50程度に削減することも可能である。ただし，図 6.5の NGM (iterative)の結果は直接法によって
得られたものであり，反復法は得られる解の精度がアルゴリズムや反復回数などのパラメータに依存する
ため，今後それらを考慮したより詳細な検証が必要である。

音圧分布の比較
L2 相対誤差は音圧分布の誤差を一つの値として評価できるため，誤差の収束の傾向を調べる際に便利
である。しかし，直観的に実際の音圧分布における違いと対応付けることは難しい。そこで，同程度の未
知数，および必要メモリ容量を用いる提案手法と FEM によって計算した音圧分布についても示してお
く。特に差が顕著であった 500 Hzと 1000 Hzの θ = 0の (r, z)平面上における音圧分布を図 6.7と 6.8

に示す。提案手法における自由度は図 6.5(e)において参照解との誤差がほぼ収束している 288とし，こ
のとき必要メモリ容量は連立方程式の解法に反復法を用いるとすると約 55 kBであった。FEMの自由度
はそれよりも大きい 561とし，必要メモリ容量は約 65 kBであった。なお，参照解とした FEMの自由
度は 10585，必要メモリ容量は約 1.2 MBである。
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提案手法は参照解とほぼ差がない音圧分布が得られている。それに対して FEMは提案手法よりも多い
自由度，メモリ容量を用いているにもかかわらず，計算された音圧分布は参照解と大きく異なっている。
このように実際の音圧分布で比較しても，提案手法が FEMより精度がよいことが分かる。

周波数応答関数の比較
手案手法と FEMにより計算した円筒形空洞の周波数応答関数についても示しておく。受音点は図 6.3

に示した R1(0.9, 0, 0.1)，R2(0.9, π/2, 0.1)，R3(0.9, π, 0.1)の 3点とした。計算に用いた提案手法の自由
度は 128，必要メモリ容量は約 25 kB，FEMの自由度は 231，必要メモリ容量は約 27 kBである。各手
法における θ 方向のフーリエ級数展開の打ち切り数はこれまでと同様に 10次とした。
図 6.9から 6.11に各受音点における周波数応答関数を示す。提案手法により計算した周波数応答関数
は参照解と一致している。それに対して必要メモリ容量が提案手法と同程度の FEMは，低い周波数では
参照解と合っているが，周波数が高くなるにつれて誤差が生じていることが分かる。

6.2.3 一般的な軸対称空洞の強制振動問題

最後に円筒形以外の軸対称空洞としてティンパニのケトル内部の周波数応答関数と音圧分布を提案手法
で計算する。ケトルの形状と音源および周波数応答関数を求めた受音点の位置を図 6.13に示す。音源の
位置 Sと受音点の位置 R1，R2，R3は

• S: (r(ξ = 0.9, η = 0.9), θ, z(ξ = 0.9, η = 0.9)) = (0.27, 0,−0.024)

• R1: (r(ξ = 0.1, η = −0.9), θ, z(ξ = 0.1, η = −0.9)) = (0.017, 0,−0.43)

• R2: (r(ξ = 0.9, η = 0.9), θ, z(ξ = 0.9, η = 0.9)) = (0.27, π/2,−0.024)

• R3: (r(ξ = 0.9, η = 0.9), θ, z(ξ = 0.9, η = 0.9)) = (0.27, π,−0.024)

とした。壁面の境界条件は音響的に剛とした。提案手法の自由度は 50，比較する FEM の自由度は 92

とし，このときどちらもメモリ容量は約 10kB であった。フーリエ級数展開の打ち切り次数は 10 とし
た。また，参照解として 1kHzの波長に対して要素寸法比 0.05，自由度 1470の FEMでも同様の計算を
行った。
提案手法に用いた物理座標系における格子点の分布を図 6.13に示す。実際には第 4章の要領で図の x

座標が正の格子点のみを用いて計算している。
図 6.14から 6.16は提案手法と FEMにより計算した周波数応答関数を示している。これまでの結果と
同様に，提案手法にって計算した周波数応答関数は参照解と一致しているのに対して，それより多い自由
度，同程度のメモリ容量を用いた FEMは周波数が高くなるにつれて参照解からずれている。
最後に提案手法と FEMで計算した 1000 Hzの音圧分布を図 6.17に示す。提案手法は参照解にかなり
近い音圧分布が得られている。FEMによって計算した音圧分布も概形は参照解に近い結果が得られてい
るが，音圧レベルが極小となる節の位置に着目してみると，わずかではあるが参照解からずれていること
が分かる。このように一般曲線座標系を用いてティンパニのケトルのような一般的な軸対称音場を計算す
る場合においても，提案手法が有効であるということが分かる。
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6.3 まとめ
本章では膜鳴楽器の内部音場のような軸対称空洞内の音場解析手法を提案した。ティンパニのケトルの
ような不整形な軸対称空洞を解析できるように，まず一般曲線座標系 (ξ, θ, η)のヘルムホルツ方程式を導
出した。θ 方向はこれまで同様にフーリエ級数展開によって非連成化し，(ξ, η)平面に SCMと NGMを
適用し，定式化した。一般曲線座標系 (ξ, η)から物理座標系 (r, z)への変換を表す関数は Transfinite補
間によって定義できる。
円筒形空洞とティンパニのケトル内部の音場を提案手法によって解析し，提案手法が FEM よりも少
ない自由度で高い精度の解を得られるということを確認した。また，連立一次方程式の解法に反復法を
用いることでメモリ容量も大きく節約できる可能性を示した。本論文では直接法を用いて解いたが，直
接法の場合には一つの大きな密行列を構成する必要があり，FEM よりも多くのメモリ容量を要する。
そのため，二次元以上の大規模な問題では反復法の利用が避けられなくなってくる。反復法は共役勾配
(Conjugate Gradient: CG)法をはじめとして多くのアルゴリズム，および収束性を改善するための様々
な前処理が提案されている。しかし収束性や安定性において，どんな問題，数値解析手法に対しても最
適なアルゴリズムはない。音響問題と FEM への反復法の適用についてはこれまで多くの研究がされて
おり，COCG(Conjugate Orthogonal Conjugate Gradient) 法 [45] が標準的になっているようである
が [46, 47]，音響問題とスペクトル法という組み合わせに対しても反復法適用の指針を示すことは一つの
課題であると考える。
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(e) 200個の固有周波数の平均相対誤差

図 6.4: 未知数の数に対する固有周波数の相対誤差
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図 6.5: 未知数の数に対する音圧分布の L2 相対誤差
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図 6.6: 必要メモリ容量に対する音圧分布の L2 相対誤差
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(a) 参照解 (FEM，自由度 10585)
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(b) NGM，自由度 288，必要メモリ容量 55 kB
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(c) FEM，自由度 561，必要メモリ容量 65 kB

図 6.7: 500 Hzの音圧分布
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(a) 参照解 (FEM，自由度 10585)
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(b) NGM，自由度 288，必要メモリ容量 55 kB
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(c) FEM，自由度 561，必要メモリ容量 65 kB

図 6.8: 1000 Hzの音圧分布
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図 6.9: 円筒形空洞の周波数応答関数 (受音点 R1)
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図 6.10: 円筒形空洞の周波数応答関数 (受音点 R2)
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図 6.11: 円筒形空洞の周波数応答関数 (受音点 R3)
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図 6.12: 計算したティンパニのケトル形状と音源および受音点の位置
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図 6.13: 物理座標系における格子点
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図 6.14: ティンパニの内部音場の周波数応答関数 (受音点 R1)
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図 6.15: ティンパニの内部音場の周波数応答関数 (受音点 R2)
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図 6.16: ティンパニの内部音場の周波数応答関数 (受音点 R3)
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(a) 参照解 (FEM，自由度 1470)
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(b) NGM，自由度 50，必要メモリ容量 10 kB
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(c) FEM，自由度 92，必要メモリ容量 10 kB

図 6.17: ケトル内部の音圧分布 (1000 Hz)
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第 7章

スペクトル法による軸対称形状・開領域音
場解析

本章では膜鳴楽器の外部音場の解析手法を構築する。室内音場の特性を含まない，楽器のみの音響特性
を計算する場合，楽器の周りの音場は開領域音場として扱う必要がある。スペクトル法は FEMや FDM

と同じ領域型の解法であるため，開領域音場を解析する場合，有限な領域で打ち切り，何らかの境界条件
を適用しなければならない。このとき，ρc近似などの単純な方法では，本来存在しないはずの疑似反射
が生じてしまい，厳密に解析できないという問題がある。
そこで，スペクトル法で開領域音場を厳密に解析するために，Dirichlet-to-Neumann (DtN) 写像 [48]

を応用する。DtN写像は FEMで開領域問題を解く際に用いられる方法である。球面から放射される音
場は理論解析解を求められる。そのことを利用して，開領域内に球面状の仮想的な境界を設け，その外側
の理論解析解と連成することで開領域を厳密に扱うという手法である。この方法は仮想境界の形状が理論
解析解の得られる球面に限定されてしまうという欠点があるが，整形に近い領域の解析に適しているスペ
クトル法の場合には，むしろ整合性が高い。
前章で導入した一般曲線座標系により，容易に球状の境界を設けることができる。その境界において球
面からの放射音場の理論解析解と連成する。具体的なスペクトル法の種類としては，境界条件の取り扱
いが容易な Spectral nodal Galerkin method (NGM) を採用することとする。その結果，前章で導いた
NGMのマトリクス方程式に，DtN写像を取り入れた新たなマトリクスが加わる。円周方向についてはこ
れまで同様，フーリエ級数展開を用いて準理論的に解析する。
理論解析解は無限次の級数展開の形で表されるため，実際の計算においては有限の次数で打ち切る必要
がある。この打ち切り次数と計算精度の関係について検証する。

7.1 提案解析手法
7.1.1 Dirichlet-to-Neumann写像

スペクトル法で外部音場を厳密に扱うために Dirichlet-to-Neumann (DtN) 写像を採用する。球面か
ら放射される音場の理論解析解は求めることができる。そこで開領域内に仮想的な球面状の境界を設置
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図 7.1: 軸対称形状・開領域音場と仮想境界

し，その内部については数値解析手法で解き，境界において外部の理論解析解と連成するというのが DtN

写像の基本的な考え方である。
まず，図 7.1のような軸対称形状・開領域音場を考える。球面の仮想境界を扱うため，座標系には球座
標系 (r, θ, φ)を用いる。球面から放射される音場の理論解析解は次のように書くことができる [47]。

ϕ(r, θ, φ) =
∞∑

n=0

n∑
m=−n

(2n+ 1)(n− |m|)!
4πR2

d(n+ |m|)!
h
(2)
n (kr)

h
(2)
n (kRd)

×
∫
Γdtn

P |m|
n (cos θ)ejmφP |m|

n (cos θ′)e−jmφ′
ϕ(Rd, θ

′, φ′)dΓ′ (7.1)

ここで，Rd は仮想境界の半径，h(2)n は第 2種球 Hankel関数，P |m|
n は Legendre陪関数である。また，

dΓ′ = R2
d sin θ

′dθ′dφ′ (7.2)

である。DtN写像は式 (7.1)を法線方向微分し，受音点 (r, θ, φ)を境界上 (Rd, θ
′, φ′)にもってくること

で得られる。

∂ϕ

∂n
(Rd, θ

′, φ′) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

(2n+ 1)(n− |m|)!
4πR2

d(n+ |m|)!
kh

(2)
n

′
(kRd)

h
(2)
n (kRd)

P |m|
n (cos θ′)ejmφ′

×
∫
Γdtn

P |m|
n (cos θ′)e−jmφ′

ϕ(Rd, θ
′, φ′)dΓ′ (7.3)

ここで，速度ポテンシャル ϕを φ方向にフーリエ級数展開する。

ϕ(Rd, θ, φ) =
∞∑

m=−∞
ϕm(Rd, θ)e

jmφ (7.4)
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図 7.2: 一般曲線座標系で定義された四つの境界

これを式 (7.3)に代入し，三角関数の直交性を利用すると，

∂ϕm
∂n

(Rd, θ
′) =

∞∑
n=0

(2n+ 1)(n− |m|)!
2R2

d(n+ |m|)!
kh

(2)
n

′
(kRd)

h
(2)
n (kRd)

P |m|
n (cos θ′)

×
∫ π

0

P |m|
n (cos θ′)ϕm(Rd, θ

′)R2
d sin θ

′dθ′ (7.5)

となる。
次に一般曲線座標系で計算するため，解析領域を図 7.2に示すような四つの境界 Γ1，Γ2，Γ3，Γ4 で定
義する。図 7.2は円筒座標系 (r̃, φ, z)の r̃z平面を表しており，r̃は図 7.1に示す球座標系 (r, θ, φ)の動径
r ではなく，xy 平面内を動く円筒座標系の動径であることに注意する。DtN写像を適用するため，仮想
境界に相当する Γ3 は半円でなければならない。また，今解析対象は軸対称形状なので，Γ2 と Γ4 は z 軸
上になければならない。振動体や散乱体の形状を規定する Γ1 は任意の曲線でよい。このように一般曲線
座標系 (ξ, η)を用いて解析領域を定義すると，半径 Rd の球面上，つまり図 7.2における境界 Γ3 上では，

θ′ = θ(ξ, 1) =
ξ + 1

2
π, θ′ ∈ [0, π], ξ ∈ [−1, 1] (7.6)

r′ = r̃(ξ, 1) = Rd sin θ
′ (7.7)

z′ = z(ξ, 1) = Rd cos θ
′ (7.8)

という関係が成り立つ。なお，ここで用いている r′ も球座標系ではなく，円筒座標系で仮想境界の座標
を表したときの動径である。これより式 (7.5)の積分における微小線要素は，

R2
d sin θ

′dθ′ = Rdr
′π

2
dξ′ (7.9)
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となるから，式 (7.5)を一般曲線座標系で表すと，

∂ϕm
∂n̂3

(ξ, 1) =

∞∑
n=0

(2n+ 1)(n− |m|)!
2R2

d(n+ |m|)!
kh

(2)
n

′
(kRd)

h
(2)
n (kRd)

P |m|
n

(
z′

Rd

)
×
∫ 1

−1

P |m|
n

(
z′

Rd

)
ϕm(ξ′, 1)Rdr

′π

2
dξ′ (7.10)

となる。

7.1.2 Spectral Nodal Galerkin Methodにおける特性マトリクス

一般曲線座標系における DtN写像が得られたので，これをスペクトル法に組み込んでいく。DtN写像
を境界条件として与えることは，インピーダンス境界を与えることに近い。そこで，インピーダンス境界
の導入が容易である Spectral Nodal Galerkin Method (NGM) を解析手法として採用することとする。
境界 Γ3 において，DtN写像を用いて n̂3 方向粒子速度 −∂ϕ/∂n̂3 が与えられるので，前章の式 (6.49)

より，

Φ3
m(ξ, 1) =

J

|J |

√
R2(Z2

ξ +R2
ξ)
∂ϕ

∂n̂3

=
J

|J |

√
R2(Z2

ξ +R2
ξ)

∞∑
n=0

anm(k,Rd)P
|m|
n

(
z′

Rd

)∫ 1

−1

P |m|
n

(
z′

Rd

)
ϕm(ξ′, 1)Rdr

′π

2
dξ′

=
J

|J |
r̃(ξ, 1)Rd

π

2

∞∑
n=0

anm(k,Rd)P
|m|
n

(
z′

Rd

)∫ 1

−1

P |m|
n

(
z′

Rd

)
ϕm(ξ′, 1)Rdr

′π

2
dξ′

=
J

|J |

∞∑
n=0

anm(k,Rd)P
|m|
n

(
z′

Rd

)
r̃(ξ, 1)

πRd

2

∫ 1

−1

P |m|
n

(
z′

Rd

)
r′
πRd

2
ϕm(ξ′, 1)dξ′ (7.11)

となる。ここで，

anm(k,Rd) =
(2n+ 1)(n− |m|)!
2R2

d(n+ |m|)!
kh

(2)
n

′
(kRd)

h
(2)
n (kRd)

(7.12)

とおいた。さらに，
ψ(ξ, 1) = P |m|

n

(
z′

Rd

)
r̃(ξ, 1)

πRd

2
(7.13)

とおくと，式 (7.11)は

Φ3
m(ξ, 1) =

J

|J |

∞∑
n=0

anm(k,Rd)ψ(ξ, 1)

∫ 1

−1

ψ(ξ′, 1)ϕm(ξ′, 1)dξ′ (7.14)

と書くことができる。ξ と η 方向を (M + 1)点に離散化し，上式の積分を数値積分で処理すると，

Φ3
m(ξi, 1) =

Ji,M
|Ji,M |

∞∑
n=0

anm(k,Rd)ψ(ξi, 1)
M∑
l=0

ψ(ξl, 1)ϕm(ξl, 1)wl (7.15)
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となる。Γ3 以外の境界条件は粒子速度が 0であるとすると，式 (6.66)は，

−
M∑
l=0

D
(ξ)T
il wlwjΦ

1
m(ξl, ηj) +mwiwjΦ

2
m(ξi, ηj)−

M∑
l=0

D
(η)T
jl wiwlΦ

3
m(ξi, ηl) + k2Ji,jwiwjϕm(ξi, ηj)

+ℓj(1)
Ji,M
|Ji,M |

∞∑
n=0

anm(k,Rd)ψ(ξi, 1)wi

M∑
l=0

ψ(ξl, 1)ϕm(ξl, 1)wl = −Ji,jwiwjqm(ξi, ηj)

(7.16)

と書き換えることができる。上式を i = 0, 1, . . . ,M, j = 0, 1, . . . ,M について書き並べると，最終的に次
のようなマトリクス方程式を立てることができる。[

K1 +K2 +K3 −B − ω2

c2
diag (J)W

]
ϕn = diag (J)Wqn (7.17)

新しく導入したマトリクスB が DtN写像を表しており，その成分は

BM(M+1)+i,M(M+1)+j =
Ji,M
|Ji,M |

∞∑
n=0

anm(k,Rd)ψ(ξi, 1)wiψ(ξj , 1)wj , i, j = 0, 1, . . . ,M

BM(M+1)+i,M(M+1)+j = 0, otherwise (7.18)

と表される。なお，上式は Legendre陪関数の無限級数であるが，実際の数値計算においては有限の次数
で打ち切る必要がある。その他のマトリクスについては前章で導出したものである。

7.2 数値計算例
7.2.1 剛体球の散乱音場

提案手法の妥当性と計算精度を検証するため，音響数値解析ベンチマークプラットフォーム「AIJ-

BPCA」[49]の問題 A0-3Fを計算した。これは図 7.3に示すような半径 0.5 mの剛体球の周りの散乱音
場を計算する問題となっている。点音源の位置は剛体球の中心から 3 mの位置，受音点は半径 2 mの半
円上を 1度刻みで 181点と設定されている。

回転軸上における境界条件
まず，この問題において境界条件に注意を要する。図 7.4(a) に理論解析解，図 7.4(b) に NGM に
よって求めた 250 Hz の音圧分布を示す。なおこのとき，節点としては NGM において通常用いられる
Legendre-Gauss-Lobatto (LGL) ノードを用い，z 軸上で図 7.3の θ方向粒子速度が 0という Neumann

境界条件を与えた。図 7.4(b)を見ると図 7.4(a)と近い音圧分布が得られているようにも見えるが，妥当
な解が得られているとは言えない。これは境界条件に起因するものだと考えられる。ここで cos θ = ξ と
おくと，ξ 方向の支配方程式は Legendreの微分方程式，

∂

∂ξ

{
(1− ξ2)

∂ϕ

∂ξ

}
+ λϕ = 0, −1 < ξ < 1 (7.19)
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となる。この微分方程式は特異な Strum-Liouville問題と呼ばれ，このとき解 ϕは特定の境界条件を満た
す必要がない [6]。つまり，Neumann境界条件を与えてしまうと図 7.4(b)のように正しい解が得られな
いものと考えられる。
そこで，ξ 方向の節点として境界に節点をもたない Legendre-Gaussノード [7]を用いる。これにより，
境界条件を与えないということが可能になる。η 方向は境界条件が必要であるため，通常の LGLノード
を用いる。図 7.5に仮想境界の半径 Rd = 3.5，ξ と η 方向の節点数をともに 20としたときの節点の配置
を示す。
Legendre-Gauss ノードを用いた NGM による音圧分布を図 7.4(c) に示す。理論解析解と近い音圧分
布が得られていることが分かる。

仮想境界の半径と Legendre陪関数の打ち切り次数
ここでは DtN写像の二つのパラメータ，仮想境界の半径と Legendre陪関数の打ち切り次数を変化さ
せながら計算を行い，それらと計算精度の関係について調べる。仮想境界の半径を 3，3.5，4 mとして，
それぞれ 500 Hzの波長に少なくとも格子が二つ以上含まれるように離散化し，横軸に Legendre陪関数
の打ち切り次数，縦軸に理論解析解 (打ち切り次数 60)との L2 相対誤差をとったものを図 7.6に示す。
仮想境界の半径が大きくなるほど，誤差が大きくなっていることが分かる。仮想境界の半径を大きく
とると領域が広くなり，当然必要な節点数も大きくなるため，計算負荷という観点からも好ましくない。
よって仮想境界の半径はできるだけ小さくしたほうがよいと言える。
次に Legendre陪関数の打ち切り次数と誤差の関係を見てみると，打ち切り次数を大きくするにつれて
いったん誤差は小さくなるが，さらに大きくしていくと高い周波数から順に誤差が大きくなっている。こ

3.0m

2.0m

0.5m

Source

図 7.3: 剛体球と音源の配置
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(a) 理論解析解
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(b) NGM(Legendre-Gauss-Lobattoノード)
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(c) NGM(Legendre-Gaussノード)

図 7.4: θ 方向に用いる節点の種類による音圧分布の違い

れは式 (7.14)の積分を数値積分で処理した式 (7.15)の誤差によるものだと考えられる。今，図 7.3の θ

方向は Legendre-Gaussノードで離散化しており，用いる数値積分は Legendre-Gauss求積である。θ 方
向の節点数を Nθ とすると，この数値積分は被積分関数が 2Nθ − 1次の多項式までは厳密に計算できる
が，それより高次の多項式の積分は近似となる。式 (7.14)の被積分関数において，ϕm は Nθ 個の節点値
から内挿される Nθ − 1次の多項式，また，ψ(ξ′, 1)のうち，一般曲線座標系で表された r(ξ′, 1)もまた同
様に Nθ − 1次の多項式である。Legendre陪関数 P

|m|
n は n次の多項式であるから，被積分関数全体では

2Nθ + n− 2次の多項式となっている。つまり，nが 2以上の積分は近似となり，nが大きくなるにつれ
て誤差も大きくなる。たとえ被積分関数の次数が 2Nθ − 1より大きくても，その空間的な変化が緩やか
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図 7.5: 剛体球の周りの格子点 (Rd = 3.5，ξ，η 方向の節点数がともに 20のとき)

で，2Nθ − 1次の多項式で近似できれば誤差は小さい。しかし，波数 kが大きくなると解 ϕm の空間的な
変化が大きくなり，数値積分の誤差も大きくなると予想される。
このことを確認するために，式 (7.14)の積分を数値積分で計算する際，Legendre陪関数の次数によっ
て被積分関数がどの程度近似されているのか調べた。図 7.6(a)において，周波数を 125 Hzと 250 Hzと
したとき，誤差の減少が横ばいになる前の次数の被積分関数をプロットしたものが図 7.7である。青の実
線は理論解析解から求まる本来積分したい被積分関数，赤の破線はそれを 43点の Legendre-Gaussノー
ド上で離散化して Legendre多項式で内挿したもの，つまり数値積分によって積分される被積分関数を表
している。Legendre陪関数の次数を大きくしていくと，近似する被積分関数の誤差が大きくなっている。
また，Legendre陪関数の次数が同じ 20次であっても，125 Hzより 250 Hzの被積分関数のほうが誤差
が大きい。これらのことから，Legendre陪関数の次数，もしくは波数が大きくなると数値積分の誤差に
よって DtN写像の精度が低下してしまう。つまり，スペクトル法における節点数との関係により，適切
な打ち切り次数があるということである。
数値積分の精度を上げる単純な方法は積分点を増やすことである。NGMの場合には積分点を節点とす
るため，すなわち節点を増やすことが積分点を増やすことに相当する。そこで，r 方向と θ 方向の節点数
を倍にして図 7.6(a)と同様の計算を行った。図 7.8にその結果を示す。図 7.6(a)では打ち切り次数を 36

次以上にすると誤差が大きくなる傾向にあったが，図 7.8ではそれが見られず，改善されている。以上の
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(a) 仮想境界の半径 3 m (1849節点)

0 10 20 30 40 50 60

Truncation number

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

101

102

L
2
 r

e
la

ti
v
e
 e

rr
o
r

63 Hz

125 Hz

250 Hz

500 Hz

(b) 仮想境界の半径 3.5 m (2500節点)
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図 7.6: Legendre陪関数の打ち切り次数と誤差
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図 7.7: DtN写像における被積分関数の実部
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図 7.8: Legendre陪関数の打ち切り次数と誤差 (仮想境界の半径 3 m，節点数 7396)

結果から，提案手法における Legendre陪関数の打ち切り次数は，単純に大きくすれば精度が上がるわけ
ではなく，境界上の節点数についても考慮する必要があるということが言える。

アドミッタンス終端との比較
領域型の解法で開領域音場を解く最も単純な方法はアドミッタンス終端 [50] と呼ばれる方法である。
この方法は無限領域を有限領域で打ち切り，境界条件として媒質の特性インピーダンス ρcを与えるもの
であり，無限遠における Sommerfeldの放射条件を近似的に与えることに相当する。ここでは境界条件と
してアドミッタンス終端を適用した場合と提案手法により計算した散乱音場の音圧分布を比較する。
図 7.9と 7.10に各手法で求めた 250 Hzと 500 Hzの音圧分布を示す。NGMの節点数は 7396(500 Hz

で 1波長あたりの格子数 4)，DtN写像の打ち切り次数は 30とした。アドミッタンス終端では疑似反射の
影響によると思われる誤差が生じている。アドミッタンス終端は波面が仮想境界近傍で平面波に近くなる
場合に有効な方法である。そのため，仮想境界を音源や散乱体から遠くに設定すれば精度を改善できると
予想されるが，NGMによる有限領域を広くすることになり，それに応じて節点数も多くする必要がある。
それに対して提案手法では理論解析解に近い音圧分布が得られており，アドミッタンス終端に対する優位
性を確認できる。提案手法は境界で厳密解である理論解析解と連成しているため，原理的には仮想境界の
半径に制約はない。そのため，有限領域を小さく設定することにより，節点数を削減することができる。

7.2.2 一般的な軸対称形状を有する振動体からの放射音場

剛体球の散乱音場は理論解析解を求めることができたが，ここでは理論解析解を求めることができない
一般的な軸対称形状をもつ振動体からの放射音場を計算する。図 7.11に示すようなティンパニの形状を
した障害物を考え，ティンパニのヘッドにあたる部分が一様に振動するとする。
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(b) NGM(DtN写像)
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(c) NGM(アドミッタンス終端)

図 7.9: 250 Hzの音圧分布
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(b) NGM(DtN写像)
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(c) NGM(アドミッタンス終端)

図 7.10: 500 Hzの音圧分布
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図 7.11: 軸対称形状を有する音源の形状と受音点の配置

境界形状を定義する節点の配置
まず，Transifinite補間を使って解析領域を定義するために必要な四つの境界のうちの一つを，ティン
パニの形状に沿って定義する。このとき，境界が角点を有することになり，注意が必要である。境界の形
状 Γは (ξ, η)の多項式で表されなければならず，この多項式は，所望の境界上に配置した節点の座標から
内挿して求められる。そこで，節点を角点に配置しなかった場合と配置した場合で，それによって内挿さ
れた多項式が表す境界の形状および計算精度に与える影響について調べた。
角点に節点を配置しなかった場合と配置した場合に内挿された境界の形状を図 7.12に示す。Nodes 1

は角点に節点を配置しなかった場合 (境界上の節点数 21)，Nodes 2は角点に節点を配置した場合 (境界上
の節点数 22)を表している。角点に節点を配置した場合，境界の形状はその角を通っているがその前後で
不自然な振動が見られる。一方，角点に節点を配置しなかった場合，角は通らないものの，角点に節点を
配置した場合よりも自然な形状の境界が得られている。
節点配置が計算精度に与える影響について調べるため，0.5 mの仮想境界上の 181点の誤差を求めた。
なお，図 7.11の放射音場の理論解析解を求めることはできないため，1000 Hzの波長に対する寸法比が
約 0.05，要素数 358の軸対称一定要素を用いた BEM [51] により求めた解を参照解として L2 相対誤差
を算出した。図 7.13に横軸を未知数の数，図 7.14に横軸を反復法に必要なメモリ容量とした L2 相対誤
差の変化を示す。これらの結果を見ても，わずかではあるが角点に節点を配置しないほうが精度が良いこ
とが分かる。
また，同図には軸対称一定要素を用いた BEMの誤差の変化も示している。BEMは境界のみを離散化
するため，必要な未知数の数は領域型の解法であるスペクトル法よりも少なくなっている。しかし，係数
行列は密行列であり，スペクトル法のように複数の疎行列に分解することもできない。そのため，連立方
程式の求解に必要なメモリ容量で比較すると，提案手法とほぼ同等になっている。
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図 7.12: 内挿された境界の形状

開領域音場の周波数応答関数
ここでは図 7.11の放射音場の周波数応答関数を計算する。提案手法における仮想境界は半径 0.5 mの
球面上に設置し，仮想境界上の点 (x, y, z) = (0.5, 0, 0)を受音点とした。1 kHzの波長に少なくとも 4つ
の格子が含まれるように，有限領域内を 174 点に離散化した。このときの格子を図 7.15 に示す。また，
DtN写像における Legendre陪関数の打ち切り次数は 10とした。
提案手法により求めた周波数応答関数を図 7.16に示す。参考のために，連立方程式の解法に反復法を
用いた場合の提案手法とほぼ同等のメモリ容量 33 kB を要する要素数 45 の軸対称 BEM により求めた
周波数応答関数も示している。どちらの手法も同じような周波数応答関数が得られているが，BEM で
は 670 Hz あたりと 990 Hz あたりに提案手法には見られないピークが生じている。これは開領域問題
において特定の周波数で解の一意性が保証されないという，BEM 特有の問題である。この問題を解消
するためには特別な処理が必要であり，CHIEF(Combined Helmholtz Integral Equation Formulation)

法 [52]や Burton-Miller法 [53]がよく利用されている。CHIEF法は物体内部に複数の仮想的な点を付
加し，その点に関する方程式と連立して階数不足を補うという方法である。この方法は計算量を比較的小
さく抑えられるが，付加する点の位置や個数に任意性があり，必ずしも解が保証されるというものではな
い。Burton-Miller法は基本型と法線方向微分型の積分方程式を線形結合させた連立方程式を解く方法で
ある。CHIEF法のように特別な注意は必要ないが，連立方程式の規模が倍増することになる。
それに対して提案手法は特別な処理を施さずとも，BEMのような現象は生じておらず，滑らかな周波
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数応答関数を得られている。

7.3 まとめ
本章では軸対称形状を有する開領域音場解析手法を提案した。領域型の解法であるスペクトル法で開
領域音場を厳密に解析するために，球面状の仮想境界を設け，理論解析解と連成する DtN写像を境界条
件として採用した。DtN写像は NGMにおいて新しい特性マトリクスとしてマトリクス方程式に導入さ
れる。
提案手法の計算精度について検証を行ったところ，Legendre 陪関数の打ち切り次数を大きくすると，
数値積分の誤差により精度が悪化してしまうことが分かった。そのため，Legendre陪関数の次数は適切
に打ち切る必要がある。解析周波数と仮想境界の半径から最適な打ち切り次数を定められるように公式化
することが今後の課題としてあげられる。また，境界条件としてインピーダンス境界を与えるアドミッタ
ンス終端よりも提案手法が精度がいいこと，BEMにおいて生じる解の非一意性の問題が，提案手法では
特別な処理を施さずとも起こらないことなどを示した。
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図 7.13: 未知数の数に対する音圧分布の L2 相対誤差
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図 7.14: 必要メモリ容量に対する音圧分布の L2 相対誤差
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図 7.15: 有限領域内の格子点と境界
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図 7.16: 放射音場の周波数応答関数



145

第 8章

スペクトル法による膜鳴楽器の音響振動
連成解析

第 4章から第 7章において膜鳴楽器を構成する張力を有する円形板，円筒シェル，内部・外部音場の解
析手法を構築し，その有効性を検証してきた。本章ではこれらの構成要素を連成し，膜鳴楽器としての解
析手法を構築する。
連成を考える際，それぞれの構成要素の節点を共有することが望ましい。そこで薄板振動場および円筒
シェル振動場と外部音場の間で節点を共有できるよう，まず外部音場を領域分割することを考える。次に
板とシェルの振動速度が音場に振動速度境界として作用し，また音圧が板とシェルの加振圧力として作用
するという連成条件により連成し，マトリクス方程式を立てる。最後に提案解析手法によるティンパニの
数値計算例を示す。

8.1 提案解析手法
8.1.1 音場の領域分割

膜鳴楽器の解析モデルとして，図 8.1のような 2種類のモデルを考える。まず一つは張力を有する円形
薄板振動場，内部音場，外部音場からなるモデル，もう一つはそれらに加えて円筒シェル振動場について
も考慮したモデルである。それぞれの構成要素は Chebyshevノードや Legendre-Gauss-Lobatto (LGL)

ノードに離散化され，これらを連成するときその節点を共有することが望ましい。前章において外部音場
に角点を有する境界を定義する場合，境界の近似および計算精度の点で角点に節点を配置しないほうがよ
い結果が得られるということを述べた。しかし，薄板や円筒シェルに境界条件や連成条件を与えるために
はその境界，つまり外部音場における角にも節点を配置する必要があり，それらの間で節点を共有するこ
とができなくなってしまう。
そこで図 8.2のように外部音場を領域分割することで，境界から角を排除することができ，かつ節点を
薄板や円筒シェルと簡単に共有することが可能である。本項ではこの領域分割について説明する。領域分
割を取り入れたスペクトル法はスペクトル要素法 (Spectral Element Method)とも呼ばれる。
領域分割するとき，領域全体を積分する Spectral Nodal Galerkin Method (NGM)を用いると分割し
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図 8.1: ティンパニとドラムの解析モデルの回転断面
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図 8.2: 外部音場の領域分割

た領域間の連成が簡単である。まず，z 軸を軸とする回転方向をフーリエ級数展開したときの m次の展
開係数を ϕm とし，ϕm に関する Helmholtz方程式の両辺に重み関数 ψ をかけて領域 Ω全体で積分した
次の方程式を考える。 ∫

Ω

(
∇2

mϕm + k2ϕm
)
ψdS = 0 (8.1)∫

Ω
dS は回転断面の面積積分を表している。Greenの定理を用いて上式は，∫

Ω

∇mϕm · ∇mψdS +

∫
Γ

∂ϕm
∂n

ψdl − k2
∫
Ω

ϕmψdS = 0 (8.2)

と変形できる。次に領域 Ωを Ω1,Ω2, . . . ,ΩK に分割する。上式の積分は各領域ごとの積分の和で

K∑
e=1

∫
Ωe

∇mϕm · ∇mψdS +

∫
Γ

∂ϕm
∂n

ψdl − k2
K∑
e=1

∫
Ωe

ϕmψdS = 0 (8.3)
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と表すことができる。
左辺第 1項の ∇mϕm は式 (6.7)より

∇mϕm =
1

J

[{
YθZη

∂ϕm
∂ξ

−m(YηZξ − ZηYξ)ϕm − ZξYθ
∂ϕm
∂η

}
x̂

+

{
−XθZη

∂ϕm
∂ξ

−m(ZηXξ −XηZξ)ϕm + ZξXθ
∂ϕm
∂η

}
ŷ

+

{
(XθYη − YθXη)

∂ϕm
∂ξ

−m(XηYξ − YηXξ)ϕm + (XξYθ − YξXθ)
∂ϕm
∂η

}
ẑ

]
(8.4)

である。6.1.1項と同様の定式化を行うと，最終的に被積分関数は

∇mϕm · ∇mψ =
1

J

(
Φ1

m

∂ψ

∂ξ
−mΦ2

mψ +Φ3
m

∂ψ

∂η

)
(8.5)

となる。ただし，Φ1
m，Φ2

m，Φ3
mはそれぞれ式 (6.30a)，(6.30b)，(6.30c)である。重み関数を ψ = ℓi(ξ)ℓj(η)

とし，領域 Ωe についての積分を一般曲線座標系で表すと∫
Ωe

∇mϕm · ∇mψdS =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(
Φ1

mℓ
′
iℓj −mΦ2

mℓiℓj +Φ3
mℓiℓ

′
j

)
dξdη (8.6)

により求めることができる。また，式 (8.3)の左辺第 3項の積分についても一般曲線座標系を用いて

k2
∫
Ωe

ϕmψdS = k2
∫ 1

−1

∫ 1

−1

ϕmℓiℓjdξdη (8.7)

と表すことができる。式 (8.6)と (8.7)はそれぞれ式 (6.58)と (6.59)と同じものである。つまり，分割し
た領域 Ω1,Ω2, . . . ,ΩK ごとに領域内の節点値を用いて式 (6.58) と (6.59) より式 (8.6) と (8.7) を求め，
それらの和をとることで式 (8.3)の左辺第 1項と第 3項は計算することができる。
次に式 (8.3)の左辺第 2項について考える。境界 Γが振動速度 vn の振動速度境界 Γv，インピーダンス

zn のインピーダンス境界 Γz，そして DtN境界 Γdtn から構成されるとすると，式 (8.3)の左辺第 2項は
それぞれの境界の積分の和で∫

Γ

∂ϕm
∂n

ψdl = −vn
∫
Γv

ψdl − jωρ

zn

∫
Γz

ϕmψdl +

∫
Γdtn

∂ϕm
∂n

ψdl (8.8)

と書ける。振動速度境界 Γv とインピーダンス境界 Γz については 6.1.4項に示した方法に従って分割し
た領域ごとに定式化できるが，DtN境界については注意が必要である。上式の右辺第 3項の ∂ϕm/∂nは
式 (7.5)によって求められ，これは DtN境界全体の積分となっている。つまり DtN境界上のある 1点で
の DtN写像は DtN境界全体の積分値で与えられ，領域分割した場合にも着目している領域のみでなく，
DtN境界上のすべての節点値を使って求める必要がある。

8.1.2 音場と振動場の連成

連成条件を立てて張力を有する薄板，円筒シェル，内部・外部音場を連成する。これまで第 4章から第
7章で提案してきた各手法におけるマトリクス方程式は，それぞれ次のような形式で表される。[

Kp − ω2Mp

]
ζ = f + fp + pp (8.9)
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[
Ks − ω2M s

]
d = W sf s +W sps (8.10)[

K in − ω2M in

]
ϕin = W inv

(p)
in +W inv

(s)
in (8.11)[

Kout − ω2Mout −B
]
ϕout = W outv

(p)
out +W outv

(s)
out (8.12)

式 (8.9)は張力を有する円形薄板振動場のマトリクス方程式 (4.42)であり，

Kp = BL(4)
n − TL(2)

n (8.13)

Mp = ρhI (8.14)

ζ = ζ̃n (8.15)

f = f̃n (8.16)

とおいた。また，式 (8.9)に新たに加えたベクトル fp と pp はそれぞれ円筒シェルから加わる加振圧力
および内部音場と外部音場の音圧差を表しており，この後連成条件を立てて導出するものである。なお，
fp は圧力の単位 N/m2 をもち，面積積分することで力の単位 Nとなる項であるが，実際には円形薄板と
円筒シェルは線で接しているため半径方向の分布はデルタ関数となっている。
式 (8.10)は円筒シェル振動場のマトリクス方程式 (5.37)である。各マトリクスとベクトルは

Ks =

K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33

 (8.17)

M s =
1

c2L

l

2

W O O
O W O

O O W̃

 (8.18)

d =

un

vn

wn

 (8.19)

とおいた。マトリクスW s は数値積分の重みを対角成分に並べたマトリクス，ベクトル f s は薄板振動場
から加わる加振圧力，ps は内部音場と外部音場の音圧差である。なお，f s は z 軸方向の分布がデルタ関
数となる圧力である。
式 (8.11)は内部音場のマトリクス方程式 (6.71)に対応し，各マトリクスとベクトルは

K in = K1 +K2 +K3 (8.20)

M in =
1

c2
diag(J)W (8.21)

ϕin = ϕn (8.22)

である。マトリクスW in は数値積分の重みを対角成分に並べたマトリクス，ベクトル v
(p)
in と v

(s)
in は薄

板と円筒シェルの振動速度を表している。
最後の式 (8.12)は外部音場のマトリクス方程式 (7.17)である。各マトリクスとベクトルは

Kout = K1 +K2 +K3 (8.23)

Mout =
1

c2
diag(J)W (8.24)

ϕout = ϕn (8.25)
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Stretched plate

Cylindrical shell

図 8.3: 振動変位と振動速度の正の向き

であり，マトリクスW out は数値積分の重みを対角成分に並べたマトリクス，ベクトル v
(p)
out と v

(s)
out はそ

れぞれ薄板と円筒シェルの振動速度を表している。

薄板振動場と音場の連成
まず，張力を有する円形薄板振動場と音場の連成について考える。音場から薄板への作用を考えると，
内部音場と外部音場の音圧差が薄板への加振圧力 pp となるので，内部音場の速度ポテンシャルを ϕin，外
部音場の音圧を ϕout，空気の密度を ρとすると次のような関係が成り立つ。

pp = ρ
∂ϕin
∂t

− ρ
∂ϕout
∂t

= jωρϕin − jωρϕout (8.26)

これを薄板上のすべての節点についてマトリクス方程式の形で

pp = Ginϕin −Goutϕout (8.27)

と表すことができる。ここで薄板の節点数をNp，内部音場の節点数をNin，外部音場の節点数をNout と
する。Gin は Np 行 Nin 列のマトリクスであり，薄板の i番目の節点と内部音場の j 番目の節点を共有し
ているとすると，i行 j 列に jωρという成分をもち，それ以外は 0となるマトリクスである。同じように
して Gout は Np 行 Nout 列のマトリクスであり，薄板の i番目の節点と外部音場の j 番目の節点を共有
していれば，i行 j 列に jωρという成分がはいる。
次に，薄板は音場に対して振動速度境界として作用すると考えることができる。薄板の振動変位を ζ，
境界における法線ベクトルの向きを領域の内向きと定め，内部音場における薄板の振動速度を v

(p)
in ，外部

音場における薄板の振動速度を v
(p)
out とすると，振動変位と振動速度のベクトルの正の向きは図 8.3のよ

うに定義でき，次の関係が成り立つ。

v
(p)
in = −∂ζ

∂t
= −jωζ (8.28a)

v
(p)
out =

∂ζ

∂t
= jωζ (8.28b)
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これらをベクトルで表すと

v
(p)
in = −P inζ (8.29a)

v
(p)
out = P outζ (8.29b)

と書ける。P in は Nin 行 Np 列のマトリクス，P out は Nout 行 Np 列のマトリクスである。内部音場の
i番目の節点と薄板の j 番目の節点を共有していれば，P in の i行 j 列に jω という成分がはいる。それ
以外の成分は 0である。同じようにして，外部音場の i番目の節点と薄板の j 番目の節点を共有していれ
ば，P out は i行 j 列に jω という成分をもつ。

シェル振動場と音場の連成
次に，薄板振動場と音場の連成と同じような要領でシェル振動場と音場を連成する。音場からシェル振
動場への作用を考えると，内部音場と外部音場の音圧差がシェル振動場への加振圧力 ps として働くので，

ps = ρ
∂ϕin
∂t

− ρ
∂ϕout
∂t

= jωρϕin − jωρϕout (8.30)

という条件が成り立つ。シェル振動場のすべての節点について書き並べると次の形のマトリクス方程式に
なる。

ps = H inϕin −Houtϕout (8.31)

シェル振動場の節点数を Ns とすると，シェル振動場の方程式の数は 3Ns + 2 であることに注意して，
H in は 3Ns + 2行 Nin 列のマトリクス，Hout は 3Ns + 2行 Nout 列のマトリクスである。シェル振動場
の i番目の節点と内部音場の j 番目の節点を共有しているとすると，H in は 2Ns + 1+ i行 j 列の成分が
jωρ，それ以外の成分は 0となるマトリクス，同じようにシェル振動場の i番目の節点と外部音場の j 番
目の節点を共有しているとすると，Hout は 2Ns + 1 + i行 j 列の成分が jωρ，それ以外の成分は 0とな
るマトリクスである。
シェル振動場から音場への作用は，シェル振動場が音場に対して振動速度境界として働くと考えられ
る。シェル振動場の法線方向の変位を w，内部音場と外部音場におけるシェル振動場の振動速度をそれぞ
れ v

(s)
in ，v

(s)
out とすると，

v
(s)
in = −∂w

∂t
= −jωw (8.32a)

v
(s)
out =

∂w

∂t
= jωw (8.32b)

という条件が成り立つ。ベクトルを使ってシェル振動場のすべての節点について書き並べると，

v
(s)
in = −Qind (8.33a)

v
(s)
out = Qoutd (8.33b)

と書くことができる。ここでQin とQout はそれぞれ Nin 行 3Ns + 2列のマトリクスと Nout 行 3Ns + 2

列のマトリクスであり，内部音場の i番目の節点とシェル振動場の j 番目の節点を共有していればQin の
i行 2Ns + 1+ j 列の成分が jω，外部音場の i番目の節点とシェル振動場の j 番目の節点を共有していれ
ば，Qout の i行 2Ns + 1 + j 列の成分が jω となる。それ以外の成分は 0である。
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Stretched plate
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図 8.4: 薄板とシェルの変位，回転，せん断力，曲げモーメントの正の向き

薄板振動場とシェル振動場の連成
最後に薄板振動場とシェル振動場の連成条件を立てる。薄板とシェルの変位，回転，せん断力，曲げ
モーメントの向きは図 8.4に示すように定義するものとする。薄板とシェルが連成している節点では，薄
板の変位 ζ と円筒シェルの経線方向の変位 u，薄板の回転角 ζ ′ と円筒シェルの回転角 w′ が等しくなるの
で次の条件が成り立つ。

ζ = u (8.34a)

ζ ′ = −w′ (8.34b)

上式はベクトルを使って
T pζ = T sd (8.35)

と表すことができる。T p と T s は薄板と円筒シェルの共有している節点の変位と回転角を取り出すマト
リクスである。
また，シェルから薄板に加わる力 fp と薄板からシェルに加わる力 fs，およびシェルから薄板に加わ
る曲げモーメントMp と薄板からシェルに加わる曲げモーメントMs の間には作用反作用の関係がある
ため，

fp + fs = 0 (8.36a)

Mp −Ms = 0 (8.36b)
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が成り立つ。これより薄板とシェルへの加振圧力ベクトル fp と f s は T p と T s を用いて

fp = −TT
p

{
fs
Ms

}
= −TT

pλ (8.37a)

f s = TT
s

{
fs
Ms

}
= TT

s λ (8.37b)

と表される。ここで，λ = {fs Ms}T とおいた。

薄板振動場，シェル振動場，音場の連立方程式
ここまで立ててきた連成条件 (8.27)，(8.29a)，(8.29b)，(8.31)，(8.33a)，(8.33b)，(8.37a)，(8.37b)

を式 (8.9)，(8.10)，(8.11)，(8.12)に代入し，薄板とシェルの束縛条件式 (8.35)とともに書き並べると，[
Kp − ω2Mp

]
ζ = f − TT

pλ+Ginϕin −Goutϕout (8.38)[
Ks − ω2M s

]
d = W sT

T
s λ+W sH inϕin −W sHoutϕout (8.39)[

K in − ω2M in

]
ϕin = −W inP inζ −W inQind (8.40)[

Kout − ω2Mout −B
]
ϕout = W outP outζ +W outQoutd (8.41)

T pζ = T sd (8.42)

となり，さらに未知数を左辺に移項し，すべての方程式をマトリクス方程式の形で書くと，
Kp − ω2Mp O TT

p −Gin Gout

O Ks − ω2M s −W sT
T
s −W inH in W outHout

T p −T s O O O
W inP in W inQin O K in − ω2M in O

−W outP out −W outQout O O Kout − ω2Mout −B




ζ
d
λ
ϕin

ϕout

 =


f
0
0
0
0


(8.43)

が得られる。これが薄板振動場，シェル振動場，内部および外部音場を連成した方程式である。薄板振動
場への加振圧力 f を与えて上式を解けば，薄板振動場，シェル振動場の振動変位，そして内部，外部音場
の速度ポテンシャルが同時に得られる。

8.2 数値計算例
8.2.1 ティンパニの計算例

ここでは前節で提案した連成解析手法の妥当性を検証する。まず，図 8.5 に示すようなティンパニの
ヘッドの点 Sを加振したときの受音点 R1，R2，R3における周波数応答関数を，本章で提案した手法と
第 3章で提案した手法により計算し，比較する。本論文で提案した二つの連成解析手法を区別するため，
以下では本章で提案した手法を Coupled NGM，第 3章で提案した手法を Coupled BEMと呼ぶことと
する。膜振動場の張力は 6200 N/m，面密度は 0.26 kg/m2 とし，Coupled BEMと条件を合わせるため，
曲げ剛性については 0とした。Coupled BEMにおける理論解析解の打ち切り次数はフーリエ級数，ベッ
セル級数ともに 10 次，Coupled NGM における外部音場の仮想境界の半径は 0.5 m とし，フーリエ級
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図 8.5: 計算したティンパニの加振点と受音点の配置

数，ルジャンドル級数の打ち切り次数はともに 10次とした。Coupled NGMの自由度は 310とし，この
ときの格子点を図 8.6に示しておく。Coupled BEMは膜振動場の 500 Hzの波長に対して要素寸法比が
約 0.2となるように 576個の要素に分割した。BEMは要素寸法比が波長の 1/5以下となるように設定す
ることが推奨されており [47]，それより高い周波数では十分な精度は保てないものと予想される。なお，
参照解には膜振動場の 1000 Hzの波長に対して要素寸法比が約 0.2となるように 2226個の要素に分割し
た Coupled BEMを用いた。
二つの手法で計算した各受音点における周波数応答関数を図 8.7から 8.9に示す。Coupled BEMは波
長に対する要素寸法比が 1/5より大きくなる 500 Hzあたりから参照解との誤差を生じていることが分か
る。それに対して Coupled NGMはそれよりも少ない自由度でありながら高い周波数まで参照解との一
致が見られる。
受音点ごとに見ていくと，Coupled BEMには見られるが Coupled NGMには見られないピークがい
くつかあることが分かる。例えば，受音点 R2における 432 Hzに二つの Coupled BEMでは小さなピー
クがあるが，Coupled NGMではそれがない。膜の円周方向のモードの次数を n，半径方向のモードの次
数を mとして，それらの組み合わせを (n,m)と書くとすると，この 432 Hzは (3, 1)モードに相当し，
図 8.5の y 軸を節線の一つとして線対称な振動モードである。そのため，この節線上にある受音点 R2で
は振動変位や音圧が極小となる。これは (1, 1)モードについても同様であり，受音点 R1の 219 Hzにあ
るピークが受音点 R2ではいずれの計算結果においても見られない。Coupled BEMは非対称に分割され
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図 8.6: Coupled NGMに用いた解析領域内の格子点

た要素を用いており，(1, 1)モードでは波長が十分に長く，影響しなかったが，(3, 1)モードはこの非対
称に分割された要素によって厳密に対称な振動にならず，音圧が極小になっていないと考えられる。それ
に対して，Coupled NGMは円周方向をフーリエ級数展開しているため，この節線上では理論的に振動変
位や音圧が 0となる。また，受音点 R3は軸上の点であり，この点では軸対称モードしか観測されないは
ずである。実際に受音点 R1や R2で観測されているほとんどの非軸対称モードのピークが受音点 R3で
は見られない。しかし，R3において Coupled BEMのみ (4, 1)モードに相当する 533Hzにピークが見
られる。これについても BEMの非対称な要素分割が影響しているものと考えられる。
これらのピークが非対称な要素分割による影響であるとすれば，より細かく要素分割して計算精度を改
善することでこれらのピークは各モードの節において観測されなくなると予想される。そこで，このこと
についてより詳細に調べるため，Coupled BEMの要素数を変化させながら周波数応答関数を計算した。
図 8.10は Coupled BEMの要素数を 576，2226，4746と変化させたときの受音点 R3における 533 Hz

付近の周波数応答関数を示している。要素数を増やしていくとピークの大きさと幅が小さくなっていくこ
とが分かる。つまり，このピークは要素分割の影響によって生じたものであると言える。
次に，周波数応答関数の計算に要した計算コストを表 8.1にまとめる。計算時間は 1000/512 Hzおき
に 512 tapsの計算に要した時間を表している。計算環境と連立一次方程式の求解に用いた関数は次の通
りである。
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図 8.7: Coupled NGMと Coupled BEMにより計算したティンパニの周波数応答関数 (受音点 R1)

0 200 400 600 800 1000

Frequency [Hz]

−30

−20

−10

0

10

20

30

R
e
la

ti
v
e
 S

P
L 

[d
B

]

NGM

BEM

Reference

図 8.8: Coupled NGMと Coupled BEMにより計算したティンパニの周波数応答関数 (受音点 R2)
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図 8.9: Coupled NGMと Coupled BEMにより計算したティンパニの周波数応答関数 (受音点 R3)
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図 8.10: Coupled BEMの要素数を変化させて計算したティンパニの周波数応答関数 (受音点 R3)
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表 8.1: 周波数応答関数の計算に要した各手法の計算コスト

自由度 必要メモリ容量 [MB] 計算時間 [sec]

Coupled NGM 310 1.5 61

Coupled BEM 576 5.3 593

Coupled BEM with OpenMP 576 5.3 242

• CPU: Intel Xeon 3.30 GHz

• Memory: 64 GB

• Library: NAG C Library Mark 23

• Subroutine: nag complex gen lin solve

図 8.7から 8.9の周波数応答関数から分かるように Coupled BEMは高い周波数での精度を犠牲にしてい
るにもかかわらず，Coupled NGMはその約 1/10の時間で計算できている。同等の精度で比較すれば，
より顕著な差があらわれる可能性もある。Coupled NGMは一度係数マトリクスを構築してしまえば，そ
のほとんどの成分を異なる周波数の係数マトリクスにも流用することができる。一方，Coupled BEMは
周波数が変わるたびに要素内の積分の計算が必要となり，係数マトリクスの構築に計算時間がかかってい
る。この計算は並列計算プラットフォームである OpenMPを用いて簡単に並列化が可能であり，表 8.1

には OpenMPを用いて並列化した Coupled BEMの計算時間も記している。計算時間を並列化していな
い場合の半分以下に短縮できているが，Coupled NGMのほうが高速である。なお，Coupled NGMのマ
トリクス方程式 (8.43)の係数マトリクスのうち，連成の過程で構築したマトリクスの成分はほぼ 0であ
り，係数マトリクス全体も疎行列と見なすことができる。従って，連立一次方程式の解法に疎行列向けの
直接法や反復法を用いることでさらに高速化できる可能性がある。

8.3 まとめ
本章では，膜鳴楽器を構成する円形薄板振動場，円筒シェル振動場，内部および外部音場の連成解析手
法を提案した。まず，薄板振動場および円筒シェル振動場と外部音場の間で節点を共有できるように，外
部音場に領域分割を導入した。これにより構成要素間で節点を共有できるだけでなく，より複雑な形状の
取り扱いも可能となった。次に各構成要素間の速度や力の関係から連成条件を立て，すべての要素を連成
したマトリクス方程式を導出した。
本章で提案した手法 (Coupled NGM)と第 3章で提案した手法 (Coupled BEM)でティンパニの周波
数応答関数を計算したところ，Coupled NGMのほうが少ないメモリと計算時間で高精度の解を得られる
ことが分かった。よって Coupled NGMの有効性を示すことができた。今回は Coupled BEMに有利な
計算条件での比較であったため，厳密な比較を行うことで Coupled NGMがより優位になることも考え
られる。
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第 9章

音響振動連成解析と計算知能による楽器
の設計と創生への応用

本論文では膜鳴楽器を対象とし，その音響振動連成解析手法を構築してきた。本章では楽器の音響振動
連成解析の応用として，進化計算などの計算知能と組み合わせた楽器の最適設計について述べる。これま
で行われている楽器の最適設計に関する研究の課題について述べた後，その課題を解消する楽器の新たな
設計フレームワークを提案する。

9.1 数値解析手法と計算知能による最適設計
現状の楽器の設計過程は形状や材質を変えながら試作，実験を繰り返し，人の主観や経験に基づいて
試行錯誤的に最適化するというものである [54]。この実際の最適化の過程を計算知能 (Computational

Intelligence: CI)と音響振動連成解析によって計算機上で自動化する試みも研究されている [54–58]。計
算知能とは人工知能 (Artificial Intelligence: AI)の一種に分類され，複雑な最適化問題を解くためのアル
ゴリズムや手法が含まれる。代表的な手法としては進化計算やニューラルネットワークがあげられる。
数値解析手法と計算知能が積極的に応用されている例として建築における構造最適化問題がある [59]。
その主なフローチャートは図 9.1に示す通りである。まず初期形状を与えそれを有限要素解析する。次に
その形状における目的関数を評価する。これは例えば構造体にかかる応力がどれくらい一様に分布してい
るかを定量的に評価する関数などである。そしてこの目的関数を小さくするように形状を変化させる。こ
のときどのような手順で形状を変化させるかは利用するアルゴリズムによって異なる。変化させた形状に
対して再び有限要素解析し，目的関数を評価する。目的関数を小さくするようにこれらの手順を繰り返
し，目的関数が設定した目標値より小さくなれば終了し，その形状を最適な形状とする，という流れで
ある。
数値解析手法と計算知能を用いた最適設計を楽器に応用する研究もされている。基本的な最適化のフ
ローチャートは図 9.1と同じであるが，楽器の場合にはピッチ感を特に重要視するため，目的関数として
固有周波数比の誤差を選択することが多い。Henriqueらはビブラフォンやマリンバのような音板打楽器
の音板と共鳴管の固有周波数が最適な比となる形状を，FEMによる固有値解析と進化計算のアルゴリズ
ムの一つである焼きなまし法を用いて探索し，その有効性を示した [54–56]。さらに計算知能による最適
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図 9.1: 計算知能による構造最適化のフローチャート

設計の利点は，従来とは異なる，新しい音色をもった楽器を開発できる可能性を秘めているということだ
と強調している。また，Petrolito and Leggeも同じく音板の最適形状を求めた [57,58]。彼らは問題を制
約付き最適化問題と見なし，固有周波数を目的関数ではなく，より拘束の強い制約に組み込んで最適化し
た。その結果，従来の形状からは思いつかないような形状も得られている。

9.2 対話型進化計算による楽器の最適設計フレームワークの提案
前節で述べた計算知能による楽器の最適設計における目的関数は，固有周波数のみに着目して設定され
ている。固有周波数は楽器のピッチを決める重要な特徴量ではあるが，限定的な情報しか含んでおらず，
より詳細な楽器の振動特性まで説明することはできない。楽器の音色という観点で最適化するためには，
周波数応答や時間応答，楽器の本質とも言われる非線形性などより詳細な情報に基づく最適化が必要にな
る。また，これまでの先行研究は音場との連成についても考慮されていない。音板打楽器の場合には音源
となる音板は固く，音場との連成による影響は小さいと考えられるが，膜鳴楽器の場合には音場との連成
によってヘッドの固有周波数が大きく変化する。そのため，構造体の固有周波数のみの最適化では十分で
はないと言える。しかし，放射音の周波数応答や時間応答は，計算負荷が大きい連立一次方程式の求解を
周波数応答や時間応答のタップ数だけ必要とするため，固有周波数の数百倍から数万倍の計算時間がかか
る。そのため，反復計算が必要な最適設計においては現実的ではなかった。
この点について，本論文では計算時間とメモリともに効率的な膜鳴楽器の音響振動連成解析手法を構築
してきた。本論文では周波数領域で定式化してきたが，スペクトル法は時間方向の微分を差分で置き換
え，変数を逐次更新していく時間積分法を用いることにより，計算時間をさらに大きく短縮できると見込
んでいる。時間積分法の中でも連立方程式の求解が不要な方法は陽解法と呼ばれ，質量マトリクスが対角
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マトリクスであれば陽解法での定式化が可能である。スペクトル法における質量マトリクスは時間の 2階
微分に関する項，つまり ω2 がかかるマトリクスであり，これまでの定式化を見ると分かる通り，質量マ
トリクスは対角マトリクスとなっている。そのため，時間領域陽解法で定式化することで計算時間を大き
く短縮することができ，評価に時間応答や周波数応答を用いた最適設計もより現実的なものになると考え
られる。
また，計算知能のみによる最適設計には，人間による従来の設計方法のような主観評価が含まれていな
い。最終的に完成した楽器を実際に演奏しその音色を聴くのは計算知能ではなく人間であるため，計算知
能のみによる設計プロセスは合理的であるとは言えない。人間の要求する音色に近づけるためには，目的
関数を定量的に評価するのではなく，人間による主観評価が必要である。
このような人間の主観評価を取り入れた計算知能の手法として対話型進化計算が提案されており，CG

の画像生成やライティング，工業製品のデザイン，音楽のメロディー生成，音声処理，聴覚補償など，デ
ザインや工学をはじめとした様々な分野で応用されている [60]。対話型進化計算は従来の進化計算におけ
る目的関数の評価を人間による主観評価で置き換えた手法である。そのため，目的関数として定量的に表
しにくい人間の感性を取り入れることが可能である。
この方法は楽器の設計にももちろん応用できる。主観評価の際には楽器の音を数値計算によって合成
し，再生することになる。将来的に楽器の音響合成がリアルタイム実行できることを見据えて，本論文の
最後に対話型進化計算を用いた楽器の最適設計を提案したい。
対話型進化計算のアルゴリズムとしては，Takagi and Pallezによって提案された対比較ベース対話型
差分進化 [61]を用いるのがよいと考える。対話型進化計算は反復を苦にしない計算機ではなく，ユーザー
に何度も評価を要求するため，ユーザーの疲労が一番の問題として指摘されている。この問題を軽減する
手法として提案されたのが対比較ベース対話型差分進化である。また，最適解への収束が速いことと一試
行の比較対象が二つだけであることから，特に音や映像のように同時評価が困難な対象に有効であるとさ
れている。
対比較ベース対話型差分進化を用いた場合の楽器設計は次のような流れで行う。ここで，楽器の形状を
表す長さや曲率，また張力やヤング率といった物性値などのパラメータをならべたものを差分進化におけ
るベクトルとする。

1. 初期形状，物性値を設定し，目標ベクトルとする。
2. 目標ベクトルをもとに比較参照ベクトルを生成する。
3. 数値計算により，目標ベクトルと比較参照ベクトルをパラメータとしてもつ楽器の音を合成する。
4. 合成された音色をユーザーが一対比較する。
5. 良いと判断されたベクトルを新たな目標ベクトルとする。
6. 2.から 5.を所望の音色が得られる，もしくは指定した回数まで繰り返す。

ユーザーは提示された二つの音のどちらが良いかを判断するだけで，楽器の形状や材質は差分進化のアル
ゴリズムに沿って最適化されていくことになる。
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9.3 まとめ
計算知能を応用した設計のメリットは，実際に楽器を試作せずとも所望の特性を実現するために最適な
形状や材質を計算機上で探索することが可能であるということである。人間による従来の設計では，実際
に楽器を作り，試奏して初めてその楽器の音色が分かった。つまり，楽器の形状や材質が音色に先行する
ものであったとも言える。本章で提案した設計プロセスによる楽器の設計が可能になれば，人間は純粋に
音色だけを評価し，計算知能が形状や材質を最適化していくことになる。その結果完成した楽器はこれま
で想像できなかったような形状や材質になっていたり，さらには既成概念にとらわれない全く新しい楽器
の創生にもつながると考えられる。
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第 10章

総括

楽器の音響振動場解析は，楽器のメカニズムの解明という音響学的研究，それを活かした設計，また電
子音楽などに用いられる音響合成といったシーンにおいて重要な技術であり，解析手法の高精度化，効率
化はそれらの発展に大きく寄与するものである。本論文は膜鳴楽器を対象とし，その厳密，高精度かつ効
率的な解析手法の提案，そして提案手法による膜鳴楽器の設計を目的とし，それらの有効性について論じ
てきた。最後にそれらの成果についてまとめ，今後の課題および展望について述べる。

10.1 本論文のまとめ
各章の成果について以下にまとめる。

第 3章

第 3章では膜振動場の理論解析解と音場の法線方向微分型境界要素法 (BEM)を用いた解析手法を提案
した。膜鳴楽器は薄い構造体から構成されるため，法線方向微分型 BEMを用いることで要素数を大きく
削減することができ，外部音場についても多くの先行研究のように近似することなく厳密に取り扱うこと
ができる。膜振動場については理論解析解を用いることによって，BEMのマトリクス方程式に新たに未
知数を加えることなく膜振動場と音場の連成解析を可能にした。提案手法によって計算したティンパニ
の周波数応答関数は実測した周波数応答関数とよく一致し，膜鳴楽器の解析手法としての妥当性を確認
した。
また，提案手法によるティンパニの設計例を示した。固有周波数比と整数比の誤差を評価関数として定
義し，それを小さくするヘッドの張力，面密度，ケトルの形状，容積について調べた。その結果，それら
のパラメータは独立に最適値があるわけではなく，相互依存性があると考えられるという重要な知見をは
じめとして，いくつかの設計指針を得ることができた。このことより，音響振動連成解析に基づく楽器設
計の可能性を示すことができたとも言える。
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第 4章

第 3章で提案した解析手法はヘッドの曲げ剛性を考慮しておらず，しなやかな膜として扱ったが，膜鳴
楽器に実際に張られているヘッドは曲げに対する剛性を有している。しかし，曲げ剛性を有する円形膜，
もしくは張力を有する円形薄板は，第 3章で用いたような理論解析解を導出することができない。そこで
第 4章では高精度な数値解析手法であるスペクトル法による張力を有する円形薄板振動場の解析手法を提
案した。円周方向については周期性を利用し，フーリエ級数展開することで離散化することなく解析する
ことを可能にした。円形薄板振動場の支配方程式は 4階微分方程式であるため，境界の節点において二つ
の境界条件を同時に満たすように内挿関数の形を工夫した。このとき，フーリエ級数展開の次数によって
内挿関数の形に注意を要することについても述べた。
固有値問題や強制振動問題を解いて提案手法の妥当性を示すとともに，有限要素法 (FEM)よりも少な
い自由度で高精度の数値解を得られることを示した。また，円周方向にも離散化する従来のスペクトル法
に対しても，提案手法が演算量で優れていることを示した。

第 5章

第 5章ではドラムに見られるような円筒シェル振動場の解析手法を提案した。用いた解析手法としては
第 4 章と同じくスペクトル法とフーリエ級数展開である。シェル振動場の支配方程式も薄板振動場と同
じく 4 階微分方程式であるため，境界において二つの境界条件が必要となる。第 4章で用いた方法では
解くことができる境界条件が限られてしまうため，第 5章では汎用的な方法として Hermite補間型微分
マトリクスを用いる方法を提案した。また，スペクトル法の種類としては Spectral Collocation Method

(SCM) と併せて Spectral Nodal Galerkin Method (NGM) についても定式化した。NGMの利点とし
ては係数マトリクスが対称となることや自然境界条件を複雑な操作なく与えられるといった点があげら
れる。
数値実験を通して，提案した SCMと NGMともに FEMよりも高精度，高速，省メモリであることを
確認した。また，SCMと NGMを比較すると，SCMは自由度が大きくなると正しい解が得られなくな
るが，NGMのほうはより安定して正しい解を得ることができた。

第 6章

膜鳴楽器の内部音場に相当する軸対称空洞内の音場解析手法を提案した。スペクトル法を軸対称空洞の
解析に適用した場合，そのままでは整形な円筒形空洞しか解析できないが，ティンパニの内部音場のよう
なより一般的な軸対称空洞についても解析できるよう，一般曲線座標系を導入した。四つの境界を一般曲
線座標系を用いて定義し，領域内の物理座標や解析に必要なメトリックについては Transfinite補間によ
り求めた。
提案手法は FEMよりも自由度を少なくすることはできた。しかし，第 4章，第 5章と違い，二次元の
問題であるため，連立一次方程式の解法に直接法を用いた場合，係数マトリクスを格納するのに必要なメ
モリ容量は疎行列を係数マトリクスとする FEMよりも多くなってしまった。この問題に対する解決策は



10.1 本論文のまとめ 165

連立一次方程式の解法に反復法を用いることである。スペクトル法の係数マトリクスは疎行列に分解する
ことができ，マトリクスとベクトルの積を繰り返して解を求める反復法は，スペクトル法のこの特性を活
かすことができる。反復法で直接法と同等の精度の解を得られると仮定した場合のメモリ容量は，FEM

よりも少なくできることを示した。スペクトル法に反復法を適用した場合の各種アルゴリズムの収束性や
安定性については今後検証が必要である。

第 7章

膜鳴楽器の外部音場である軸対称形状・開領域音場の解析手法を提案した。スペクトル法は領域型の解
法であるため，開領域に適用する場合，有限な領域で打ち切って何らかの境界条件を与えなければならな
い。このとき不適当な境界条件を与えてしまうと，仮想境界からの疑似反射を生じてしまう。そこで球面
からの放射音場の理論解析解と連成する DtN写像を境界条件として適用することで，開領域を厳密に解
析できるようにした。
DtN写像は無限級数の形で表されるが，数値計算上は有限な次数で打ち切らなければならない。この
打ち切り次数と精度について検証したところ，打ち切り次数を大きくしていくと誤差はいったん収束する
が，大きくしすぎると精度が悪化するということが分かった。これは数値積分の誤差に起因するものであ
り，節点数を大きくすることで改善できた。このことから打ち切り次数は節点数を考慮した上で決める必
要がある。最適な打ち切り次数の算出が今後の課題である。
開領域音場解析を得意とする BEMと比較したところ，マトリクスの自由度については境界のみの離散
化でよい BEMに及ばなかった。しかし，係数マトリクスの格納に必要なメモリ容量については，反復法
を用いることで密行列を係数マトリクスとする BEMとほぼ同等に削減することができることを示した。
また，BEMでは特定の周波数において解の非一意性の問題を生じるが，提案手法ではそれが生じないこ
とを確認した。

第 8章

第 4章から第 7章で提案してきた各振動場および音場の連成解析手法を提案した。連成の過程で円形薄
板振動場および円筒シェル振動場と外部音場の間で節点を共有できるように，外部音場に領域分割を導入
した。構成要素間に速度と力に関する連成条件を立て，音響振動連成場としてのマトリクス方程式を導出
した。
新たに提案した連成解析手法は，第 3章で提案した膜振動場の理論解析解と音場の法線方向微分型境界
要素法を用いた連成解析手法よりも少ないメモリと計算時間で高精度の計算が可能であることを示した。

第 9章

楽器の音響振動連成解析の応用として，進化計算などに代表される計算知能と組み合わせた設計および
創生への展望について述べた。現状の楽器設計はまだトライアンドエラーによるところが大きい。一方で
計算知能を用いた楽器の最適設計も試みられてきているが，その設計指針に人間の主観評価は含まれてい
ない。そこで対話型進化計算を用いた楽器の最適設計フレームワークを提案した。対話型進化計算により
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表 10.1: (再掲)理論解析解，スペクトル法，FEMの比較 (◎:非常に有効，◯:有効，△:有効ではない，×:

適用不可)

理論解析解 スペクトル法 FEM

Modal Nodal

計算精度 ◎ ◯ ◯ △
計算負荷 ◎ ◯ ◯ △
複雑な支配方程式 × △ ◎ ◎
複雑な境界条件 × △ ◯ ◎
複雑な形状 × × △ ◎

評価に人間の主観評価を取り入れることができ，最適化自体は進化計算のアルゴリズムに則って行われ
る。その結果，これまで想像もできなかった新しい形の楽器を設計，創生できる可能性もある。

本論文では，スペクトル法という数値解析手法を一本の大きな柱とし，その一つの応用として膜鳴楽器
の解析手法を構築した。スペクトル法とその他の解析手法との比較については第 1章でも述べたが，各手
法の性質をまとめた表を表 10.1に再掲しておく。
膜鳴楽器に限らず，音響振動場解析において広く用いられている FEMなどの数値解析手法は，形状や
境界条件に対する汎用性は高い。しかし，大規模な問題や高い周波数において十分な精度の数値解を得る
ためには，大きい計算負荷が要求される。この欠点については膨大な計算機資源や高級なハードウェアを
投入することである程度カバーされてはいるが，現時点ではそれでもなお広範囲の周波数帯域やリアルタ
イムでの計算は現実的ではない。また，たとえ計算機の性能がさらに向上しても表 10.1の相対的な関係
は変わるものではなく，それぞれの計算手法の欠点を他の手法と同等に近付ける，もしくはそれ以上に向
上させる試みも音響振動場解析という一分野の発展には重要であると考える。実際に，高次の内挿関数を
用いた FDMや FEMの高精度化，効率化に関する研究も行われており [6, 31]，スペクトル法の思想がそ
の他の数値解析手法に反映されているとも言える。
一方，スペクトル法は FEMなどに比べて形状や境界条件に対する制約はあるものの，小さい計算負荷
で高精度の数値解を得られる。そこで本論文ではスペクトル法の利点を保持しながら，形状や境界条件に
対する汎用性を向上させるというアプローチをとった。表 10.1でいえば，現状◯となっている部分を◎
に，△となっている部分を◯，可能ならば◎にしようという試みである。具体的には，高階の微分方程式
において複数の境界条件を与えるための Hermite補間型微分マトリクス，不整形な領域を解析するため
の一般曲線座標系，開領域問題を厳密に解析するための DtN写像，より複雑な形状を解析するための領
域分割法といった技法の導入である。本論文では膜鳴楽器を対象としたが，これらの技法は同じような問
題を有する様々な音響振動問題に応用可能である。今後，本論文を端緒として，多くの音響振動場解析に
スペクトル法が応用されていくことを期待しつつ，著者自身スペクトル法のさらなる発展に努めたい。
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10.2 今後の課題と展望
連立一次方程式の解法についての検討

本論文では連立一次方程式の解法に直接法を用いてきた。しかし，第 6章でも示したように二次元以上
の問題にスペクトル法を適用し，連立一次方程式の解法に直接法を用いた場合，係数マトリクスとして一
つのマトリクスを構成しなければならないため，必要なメモリ容量および演算量が大きくなってしまう。
この問題に対して有効なのが連立方程式の解法に反復法を用いることである。反復法では係数マトリクス
と未知ベクトルの積さえ計算することができれば，係数マトリクスはどのような形で構成されていてもよ
い。二次元以上の問題にスペクトル法を適用した場合，係数マトリクスは疎行列に分解することができる
ため，反復法を利用することでメモリ容量と演算量を大きく削減することができる。
反復法は反復計算により近似解の誤差を小さくしていく解法であり，解の収束性や安定性はアルゴリズ
ムや前処理，マトリクスの条件数に依存する。とくにスペクトル法における係数マトリクスの条件数は
自由度とともに急激に増加する傾向にあるため，アルゴリズムと前処理の選択には十分な検討が必要で
ある。

時間積分の適用

本論文では周波数領域で定式化し，単一周波数ごとに計算してきたが，時間微分を差分で置き換え，時
間発展させていくことで時間領域での計算も可能である。このような手法は時間積分と呼ばれる。時間積
分には連立方程式の求解が不要な陽解法と必要な陰解法があり，陽解法を用いることができれば演算量を
大きく削減することができる。どちらの解法で定式化できるかは質量マトリクスの形によって決まり，質
量マトリクスが対角マトリクスであれば陽解法での定式化が可能である。スペクトル法における質量マト
リクスは周波数領域で ω2 がかかるマトリクスであり，対角マトリクスとなっているため，陽解法で定式
化することで連立方程式の求解が不要となる。
ただし，陽解法には安定性の問題があり，離散化の条件によっては時間発展とともに解が発散してしま
う。これはマトリクスの最大固有値と時間ステップに関係し，一般的にマトリクスの最大固有値が大きい
ほど時間ステップを小さくしなければならない。スペクトル法における固有値は低次のものは高精度だ
が，高次になるにつれて急激に誤差が大きくなり，物理的な固有値とは対応しなくなる。これはスペクト
ル法で用いる不等間隔な節点に起因するものであり，節点間隔を調整し，高次の固有値を小さくすること
で時間ステップを大きく設定することが可能である [32]。

計算知能と組み合わせた最適設計

第 3章で提案解析手法を用いてティンパニの設計を試みたが，固有周波数比と整数比との誤差を小さく
するパラメータについてほぼ網羅的に変化させながら評価関数の値を調べたため非効率であった。第 9章
でも述べたが，進化計算などの計算知能を用いた楽器の最適設計も近年研究されてきており，第 3 章で
扱ったような最適化問題もより効率的に解ける可能性もある。しかしながら，最適化アルゴリズムによっ
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て評価関数を計算する回数を減らすことはできても，一般的に最適設計には多くの反復計算が要求され，
最適解に収束するまでの時間は一回の試行にかかる計算時間に大きく依存する。そこで本論文で提案した
解析手法を採用し，一試行あたりの計算時間を短縮することにより，最適化全体にかかる計算時間の大き
な短縮も見込める。その結果，これまでの設計方法からは想像できなかった形状や材質をもつ，全く新し
い種類の楽器の設計，創生も可能になるかもしれない。



169

付録 A

一般曲線座標系における微分作用素

デカルト座標系で表された微分方程式の微分作用素を一般曲線座標系に変換するとき，一般曲線座標系
(ξ, η)の導関数 ∂ξ/∂xや ∂ξ/∂y が必要になる。一般的に，一般曲線座標系から物理座標系への変換関数
x = X(ξ, η)が定義されていても，その逆関数が陽に得られるとは限らない。そのため，通常は変換行列
の逆行列によって間接的にこれらの項を求める。
ここではこれらの項を求めるのではなく，文献 [7]を参考に微分幾何学的観点から一般曲線座標系にお
ける各種微分作用素を導出する。この方法であれば，先に述べた行列による方法よりも三次元空間の扱い
が煩雑にならないという利点がある。

A.1 共変基底ベクトルと反変基底ベクトル
まず，一般曲線座標系を便宜上 (ξ, η, ζ) = (ξ1, ξ2, ξ3)と表記することとする。一般曲線座標系では，図

A.1に示すように 2種類の基底ベクトルを選ぶことができる。一つ目は座標軸に沿った接線ベクトル ai

であり，これは共変基底ベクトルである。もう一つは座標軸に直交する法線ベクトル ai であり，これは
反変基底ベクトルと呼ばれる。直交座標系では共変基底ベクトルと反変基底ベクトルは同じものである
が，一般曲線座標系ではこれらが異なるため，ベクトルを 2種類の方法で表すことができる。
共変基底ベクトルは座標軸に接するので，次のように定義される。

ai = lim
∆ξi→0

∆x

∆ξi
=
∂x

∂ξi
, i = 1, 2, 3 (A.1)

一方，反変基底ベクトルは座標軸に直交するベクトルである。一般曲線座標系の座標が一定となる線を等
高線として見ると，反変基底ベクトルは座標の変化率が最大となるベクトル，つまり勾配に相当するので，

ai = ∇ξi, i = 1, 2, 3 (A.2)

と定義される。物理座標系から一般曲線座標系への変換関数，つまり一般曲線座標系から物理座標系への
変換関数の逆関数が必要になるため，通常，反変基底ベクトルを直接求めることはできない。
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図 A.1: 共変基底ベクトルと反変基底ベクトル

A.2 微小要素
次に，空間の微小要素を一般曲線座標系で表していく。まず，微小線要素はチェーンルールと式 (A.1)

より，

dx =
∂x

∂ξ
dξ +

∂x

∂η
dη +

∂x

∂ζ
dζ =

3∑
i=1

aidξ
i (A.3)

と表される。次に一般曲線座標系における微小面要素は，外積を使って次のように表される。

dSi = ajdξ
j × akdξ

k = (aj × ak)dξ
jdξk (A.4)

ここで，添字の i，j，k は巡回的であるとする。最後に微小体積要素はスカラー三重積，

dV = ai · (aj × ak)dξ
idξjdξk (A.5)

によって求められる。また，スカラー三重積は行列式の形で，

ai · (aj × ak) =

∣∣∣∣∣∣
ai1 ai2 ai3
aj1 aj2 aj3
ak1 ak2 ak3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂ξ

∂y

∂ξ

∂z

∂ξ
∂x

∂η

∂y

∂η

∂z

∂η
∂x

∂ζ

∂y

∂ζ

∂z

∂ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= J (A.6)

と表すことができ [62]，つまりこれはヤコビアン J に相当する。これを使って式 (A.5)を表すと，

dV = Jdξidξjdξk (A.7)

となる。



A.3 発散・勾配・ラプラシアン 171

図 A.2: 微小体積要素を横切る流束

A.3 発散・勾配・ラプラシアン
ここから，各微分作用素を一般曲線座標系で表していく。まず，流束 F の発散は定義より，

∇ · F = lim
∆V→0

1

∆V

∫
∂∆V

F · dS (A.8)

微小体積要素を図 A.2のような平行六面体とすると，式 (A.4)より面積分は，∫
∂∆V

F · dS =

3∑
i=1

{
F · (aj × ak)dξ

jdξk
∣∣+ − F · (aj × ak)dξ

jdξk
∣∣−} (A.9)

であり，さらに式 (A.7)を用いると，

1

∆V

∫
∂∆V

F · dS =
1

J

3∑
i=1

{
F · (aj × ak)dξ

jdξk
∣∣+ − F · (aj × ak)dξ

jdξk
∣∣−

dξidξjdξk

}

=
1

J

3∑
i=1

{
F · (aj × ak)|+ − F · (aj × ak)|−

dξi

}
(A.10)

となる。極限∆V → 0をとると，発散は，

∇ · F =
1

J

3∑
i=1

∂

∂ξi
{F · (aj × ak)} (A.11)

で与えられる。これは発散の保存形表示である。勾配の導出のために発散の非保存形を導出しておく。流
束 F が場所に依存せず，任意の定数 cであると仮定する。このとき，

∇ · F =
1

J

3∑
i=1

∂

∂ξi
{c · (aj × ak)} = 0 (A.12)

となるはずである。cは任意であるので，上式が成り立つためには，
3∑

i=1

∂

∂ξi
(aj × ak) = 0 (A.13)
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でなければならない。これはメトリック恒等式と呼ばれる。この関係が成り立てば，式 (A.11)は，

∇ · F =
1

J

3∑
i=1

(aj × ak) ·
∂F

∂ξi
(A.14)

と書くことができる。これが発散の非保存形である。
次に一般曲線座標系における勾配を導出する。流束 F をデカルト座標系の単位基底ベクトル x̂，ŷ，ẑ
を使って，F = Fxx̂+ Fy ŷ + Fz ẑ と書き，式 (A.14)を展開すると，

∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
+
∂Fz

∂z
= ∇ · F =

1

J

3∑
i=1

(aj × ak) ·
(
∂Fx

∂ξi
x̂+

∂Fy

∂ξi
ŷ +

∂Fz

∂ξi
ẑ

)
(A.15)

となり，左辺と右辺の各項を比べると，

∂Fx

∂x
= ∇Fx · x̂ =

1

J

3∑
i=1

(aj × ak) ·
∂Fx

∂ξi
x̂ (A.16a)

∂Fy

∂y
= ∇Fy · ŷ =

1

J

3∑
i=1

(aj × ak) ·
∂Fy

∂ξi
ŷ (A.16b)

∂Fz

∂z
= ∇Fz · ẑ =

1

J

3∑
i=1

(aj × ak) ·
∂Fz

∂ξi
ẑ (A.16c)

となる。これらの関係からスカラー関数 f の勾配は，

∇f =
1

J

3∑
i=1

(aj × ak)
∂f

∂ξi
(A.17)

と表せる。さらに式 (A.13)の関係を使うと，勾配の保存形は次のように導ける。

∇f =
1

J

3∑
i=1

∂

∂ξi
{(aj × ak)f} (A.18)

式 (A.11)，(A.14)，(A.17)，(A.18)は，発散と勾配が共変基底ベクトルによって表されるということを
意味している。つまり，陽に与えられる変換関数 x = X(ξ, η, ζ)の導関数によって，これらの微分作用
素を構成できるということである。
勾配を用いると，反変基底ベクトルを共変基底ベクトルで表すことができる。式 (A.17) において

f = ξi とおくと，

∇ξi = 1

J

3∑
l=1

(aj × ak)
∂ξi

∂ξl
(A.19)

であり，∂ξi/∂ξl = δil と式 (A.2)より，

∇ξi = ai =
1

J
(aj × ak) (A.20)

もしくは，
Jai = aj × ak (A.21)
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とも書ける。Neumann境界条件を与えるときに境界に垂直な単位法線ベクトルが必要になる。単位法線
ベクトル n̂i は反変基底ベクトル ai をそのノルムで割ればよく，

n̂i =
|J |
J

aj × ak

∥aj × ak∥
(A.22)

で求めることができる。式 (A.21)を用いると，発散と勾配は反変基底ベクトルでも表すことができ，そ
れぞれ式 (A.11)と (A.17)より，

∇ · F =
1

J

3∑
i=1

∂

∂ξi
(Jai · F ) (A.23)

∇f =
1

J

3∑
i=1

Jai ∂f

∂ξi
(A.24)

となる。
最後に一般曲線座標系におけるラプラシアンは上の二つの式より，

∇2f = ∇ · ∇f =
1

J

3∑
i=1

∂

∂ξi

ai ·
3∑

j=1

Jaj ∂f

∂ξj

 (A.25)

と表すことができる。
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